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Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


e Dingler, H.: Grundriß der methodischen Philosophie. 1. Aufl. Füssen: C. F. 
Winter’sche Verlagshandlung 1949. 144 S., geb. 5,80 DM, kart. 4,90 DM. 

Während üblicherweise ‚Philosophie‘ aus unbewiesenen Behauptungen besteht, ist das 
Kernproblem der „methodischen Philosophie‘“ die Frage, wie man zu beweisbaren Aussagen 
‘kommt. Historisch treten ‚Beweise‘ zuerst in der griechischen Geometrie und Logik auf. Weit 
über die Hälfte des Grundrisses ist dementsprechend der Mathematik (Logik, Arithmetik und 
Analysis) und den Naturwissenschaften gewidmet. Was an sinnvollen Fragen von der historischen 
Metaphysik und Theologie nach der Klärung des rationalen Erkenntnisprozesses übrig bleibt, 
findet seine einfache Lösung dann gewissermaßen von selbst. — Der Hauptfehler der üblichen 
Naturphilosophie liegt in der Verkennung des Unterschiedes zwischen den idealen (Geometrie 
und Mechanik) und empirischen Naturwissenschaften (Physik, Biologie, ...) — wobei die 
letzteren oft die Idealwissenschaften voraussetzen. (Diese Voraussetzungen stecken in den 
Herstellungsvorschriften für die Meßapparate.) Daher liegt das Schwergewicht des Grundrisses 
auf der Klärung der Frage, wie man zu den idealwissenschaftlichen Aussagen kommt. Soweit 
diese in axiomatisch-deduktiver Form vorliegen, ist nur die Herkunft der Axiome und der logi- 
schen Regeln problematisch. Die Ableitung der Axiome aus Handlungsanweisungen — z.B. 
zur Realisierung der ‚Idee‘ einer Ebene als einer ‚Fläche, bei der beide Seiten an keiner Stelle 
unterscheidbar sind‘ — wird angedeutet. (Vgl.dazu H.Dingler, Die Methode der Physik, 
1938.) Als Idealwissenschaft kommen die sog. nicht-euklidischen Geometrien nicht in 
Betracht, denn zu ihrer. Bestimmung gehört z. B. der Krümmungsradius (der nach der empi- 
ristischen Meinung beobachtbar sein soll). — In der Logik selbst sieht Verf. kein Problem. 
Die Auffassung der logischen Regeln als — auf Grund unseres Sprachgefühles — ‚‚selbstverständ- 
licher“ Aussagen besagt m. E. aber nur, daß hier noch kein methodischer Aufbau vorliegt. Die 
überaus wichtigen Grundgedanken des Verf.zum Aufbau einer sicher begründeten Natur- 
wissenschaft und Philosophie werden davon jedoch nicht berührt. Das Unverständnis, auf das 
diese vielfach gestoßen sind, erklärt sich vielleicht dadurch, daß die behaupteten Ableitungen 
der Axiome bisher nicht formalisiert vorliegen. Es ist billig, dem Verf. daraus einen Vorwurf 
zu machen, es wäre m. RE. besser, sich die logistische Einzeldurchführung zur Aufgabe zu stellen. 
Wenn sich die Logistik nicht anmaßt, Philosophie zu sein, wird sich auch die jetzt wohl berech- 


tigte schlechte Meinung des Verf. über diese ändern. Lorenzen (Bonn). 
Lorenzen, Paul: Einführung in die Logik. Arch. Math., Karlsruhe 2, 60—65 
(1949/50). 
Selbstreferat der in Zbl. 30, 2 besprochenen Arbeit. Hermes (Münster). 


e Carnap, Rudolf: Studies in semanties. I: Introduction to semanties. Third 
printing. Cambridge (Mass.): Harvard University Press 1948. XII, 263 p. 

Das vorliegende Werk, 1942 erschienen, aber erst in diesem dritten Abdruck auch dem 
deutschen Leser zugänglich, ist nicht eine Einführung im Sinn einer Publikation, die sich an den 
Anfänger wendet, sondern eine Einführung in unerforschte Gebiete. Es enthält eine Folge von 
Studien über gelöste und ungelöste Probleme der Semantik. Der Nachdruck liegt auf den unge- 
lösten Problemen. Im Mittelpunkt steht die Idee einer allgemeinen Semantik. Der Verf. hat 
keine Mühe gescheut, um den Leser für diese Idee zu gewinnen. Es wird abgewartet werden 
müssen, welcher Erfolg ihm beschieden ist. — 5 Hauptstücke: A. Semiotic and its Parts, 
B. Semantics, ©. L-Semantics, D. Syntax, E. Relations between Semantics and Syntax. — 
Zu A. In der Betrachtung einer Sprache kann man Bezug nehmen (1) auf den Sprechenden, 
(2) auf die sprachlichen Ausdrucksmittel. Versteht man mit dem Verf. (im Anschluß an C. W. 
Morris) unter „‚Semiotik‘‘ dasselbe wie unter „Sprachwissenschaft‘, so kann man (mit Morris) 
die Semiotik zerlegen in drei Teilwissenschaften: die Pragmatik, die auf den Sprechenden, die 
Semantik, die auf die Designate der sprachlichen Ausdrucksmittel, und die Syntax, die nur auf 
die sprachlichen Ausdrucksmittel Bezug nimmt. — Die Semantik und Syntax einer fest vor- 
gegebenen Sprache (Umgangssprache) heißt deskriptiv. Die deskriptive Semantik und Syntax 
sind empirische Wissenschaften. Ihnen stehen gegenüber die reine Semantik und Syntax: die 
Semantik und Syntax von konstruktiv erzeugten Sprachen. Die folgenden Studien sind be- 
schränkt auf die reine Semantik und Syntax und auf die Beziehungen, die zwischen ihnen be- 
stehen. — ZuB. Ein semantisches System im Sinn des Verf. ($ 7) ist gegeben durch folgende 

Bestimmungen: (1) Ausdrucksbestimmungen (rules of formation), (2) Zuordnungsbestimmungen 
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(rules of desigmation), (3) Bestimmungen, die die Bedingungenfestlegen, unter denen ein Ausdruck 
vom Charakter einer Aussage als wahr gelten soll (rules of truth). — An einem variablenfreien 
System ©,, das neben den aussagenlogischen Konstanten (4-Konstanten) nur noch die Zahl- 
symbole „om“ (n= 0,1,2,...) und das zweistellige Prädikat „= enthält, soll angedeutet 
sein, was gemeint ist. (1) Als &,-Atome sollen gelten die ©,-Reihen vom Typus „‚Olm) = 0m)“, 
Die kleinste Menge, die (a) die &,-Atome enthält, (b) abgeschlossen ist in bezug auf die A-Kon- 
stanten, ist dann die Menge der &,-Ausdrücke. (2) „0“ sei ein Symbol für die Zahl n (n das 
Designat von „0®)“ „=“ ein Symbol für — (— das Designat von „="). 8), = Om) 

soll wahr sein in &, genau dann, wenn n — m. Ein &,-Ausdruck — H soll wahr sein genau dann, 
wenn H nicht wahr ist. U. s. f. — „x bezeichnet 3‘ würde also im vorliegenden Falle bedeuten: 
Es gibt ein n, so daß a= 0m, = n($ 12). — ©, sei ein System, das neben den A-Kon- 
stanten, den Prädikaten „P,; und den Individuensymbolen „a; noch Subjektsvariablen (S- 
Variablen) „x; enthält. Ein &,-Ausdruck, der neben den A-Konstanten nur noch gewisse 
Prädikate und die S-Variablen „x, - - -, „2, enthält, werde angedeutet durch „A (21, .. -, 2,)"- 
Ein S,-Ausdruck heiße eine ©;-Aussage, wenn er keine S-Variable enthält. Um sagen zu 
können, wann eine &,-Aussage wahr ist, hat man im Sinn des Verf. zunächst (4) zu sagen, wann 
H (x, - - -, %,) das n-stellige Attribut X" determiniert („rules of determination‘): (a) „Px...x,““ 


determiniert A” genau dann, wenn „P‘ W" bezeichnet. (b) Unter der Voraussetzung, daß schon _ 


bekannt ist, wann H(&,,...,%,) W" determiniert, soll “H(&,...,%,) das Komplement des 
durch H(&,,- - -,%,) determinierten A” determinieren. U.s.f. (Es ist zweckmäßig, sich auf 
„m“ und „v' zu beschränken.) Jetzt ergibt der Wahrheitsbegriff sich so. (1) „Pa,...a, 
ist wahr genau dann, wenn das durch „‚P“ determinierte A" zutrifft auf das durchs: as 
bezeichnete Individuen-n-tupel. (b) Unter der Voraussetzung, daß die Wahrheitsbedingung für 
die S,-Aussage H(a,,-- -,@,) schon bekannt ist, soll — H(a,,...,qa,) wahr sein genau dann, 
wenn H(a,,...,qa,) nicht wahr ist. U.s.f. — &; sei ein System, das neben den Bausteinen 
von &, noch die Quantoren „V“, „MH“ enthält. Ein &;-Ausdruck heiße eine &;-Aussage, 
wenn in ihm keine S-Variable frei vorkommt. Jetzt ist zunächst noch (5) die Menge der Objekte 
zu bestimmen, die einer $S-Variablen zugeordnet werden können, also der Wertbereich der 
S-Variablen (rules of values). Dann soll wahr sein (a) eine &,-Aussage vom Typus „VxA(x)‘“ 
genau dann, wenn das durch 4 (x) determinierte A zutrifft auf jeden Wert von x, (b) eine ©;- 
Aussage vom Typus „HxA (x)“ genau dann, wenn das durch 4(x) determinierte W: zutrifft 
auf wenigstens einen Wert von x. — Jetzt kann (6) auch noch erklärt werden, wann die Indi- 
viduenfolge [X - - -;i„] den ©;-Ausdruck 4 (&,,..:,%,) erfüllt (rules of fulfillment): näm- 
lich genau dann, wenn das durch #(x,,...,%,) determinierte A” zutrifft auf [t,,-- -, tn]- 
Es kann dann für diesen elementaren Fall das Wahrsein einer &,-Aussage in bekannter Weise 
dadurch erklärt werden, daß die leere Individuenfolge diese Aussage erfüllt. — Die vor- 
stehenden Andeutungen fußen im wesentlichen aut $ 11. — Mit Hilfe von ‚‚wahr“ 
können leicht gewisse ausgezeichnete semantische Begriffe erklärt werden. Sie werden 
als „radical concepts‘ eingeführt (‚„wahrin ©‘ ist eingeschlossen). — Zu C-E. C ist die Ein- 
führung in die unerforschten Gebiete und in diesem Sinne das Kernstück. A und B dienen 
der Vorbereitung von C. D enthält die Grundzüge der Syntax, als Vorbereitung auf die in E 
enthaltene Diskussion der Beziehungen zwischen Semantik und Syntax. Eine semantische 
Eigenschaft, z. B. die Eigenschaft einer Aussage, wahr zu sein in ©, kann verschärft werden zu 
einer L-semantischen Eigenschaft, nämlich zu der Eigenschaft, die einer Aussage genau dann 
zukommt, wenn sie aus logischen Gründen wahr ist in ©. Der Verf. nennt eine solche Aussage 
„Z-wahr in ©“. Im Anschluß an eine Begriffsbildung Kants kann man auch sagen: „analytisch 
in ©“ oder „analytisch in bezug auf L“, unter der Voraussetzung, daß L ein fest vorgegebenes 
System der Logik ist. Dasselbe trifft zu auf semantische Beziehungen. Man setze fest, daß die 
Aussage H, die Aussage H, in © impliziert, wenn H,— H, im Sinn der zweiwertigen Matrix 
wahr ist in ©. Diese Beziehung kann zu einer L-semantischen Beziehung verschärft werden, 
nämlich zu der Beziehung, die zwischen H, und H, genau dann besteht, wenn H, aus logischen 
Gründen H, in © impliziert. Der Verf. sagt in diesem Falle: „HZ, L-impliziert H, in ©“. Die 
so aus semantischen Attributen erzeugbaren L-semantischen Attribute nennt der Verf. „L-Be- 
griffe“ („L-concepts“). Den L-Begriffen stellt er die F-Begriffe (F-concepts, F von „factual‘‘) 
gegenüber. Sie ergeben sich aus den semantischen Attributen durch den verschärften Zusatz 
„aus außerlogischen Gründen“. Jetzt kann das Thema von C bestimmt werden. Das Thema 
von C ist eine möglichst umfassende semantische Charakterisierung der L- und anschließend 
der F-Begriffe. — Es ist heute nicht schwer, im Anschluß an A. Tarski etwa mit Hilfe des 
Belegungsbegriffs für die Ausdrücke gewisser Systeme & die Begriffe der Allgemeingültigkeit 
und der Erfüllbarkeit im Einklang mit den Intuitionen des inhaltlichen Denkens exakt zu 
definieren. Die Menge der ©-Sätze sei definiert als die Menge der allgemeingültigen S-Ausdrücke. 
Dann heiße © ein L-System. © heiße ein L*-System, wenn zusätzlich jeder S-Ausdruck zu 
einer ©-Aussage abgeschlossen werden kann. Dann sollen die allgemeingültigen &-Aussagen 
L*-wahr, die unerfüllbaren ©-Aussagen L*-falsch heißen. Eine &-Aussage heiße analytisch 
in bezug auf 2*, wenn sie L*-wahr ist. Sie heiße synthetisch in bezug auf L*, wenn sie 
weder L*-wahr noch Z*-falsch ist. Entsprechend soll „HA, L*-impliziert TEIRE bedeuten, daß 
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H, > H, L*:wahr ist.. Aus Gründen, (die ich nicht habe erkennen können, geht der Verf. zwar 


bei weitem nicht :so geradlinig vor; es scheint mir jedoch, daß ich hiermit für einen solchen 
konkreten Fall im wesentlichen zutreffend das angedeutet gabe, was ihm vorschwebt. Hier 


| beginnt nun aber für den Verf. erst das eigentliche Problem; denn er sucht Begriffe von dieser 


qualifizierenden Art, die unabhängig sind von der Wahl von L*. Es ist jedoch eine offene Frage, 
ob dies überhaupt gelingen wird. Der Verf. deutet mehrere Möglichkeiten an, von denen er 


sich Resultate verspricht, hebt aber selbst hervor, daß der Erreichung des ihm vorschwebenden 


Zieles noch unüberwundene Schwierigkeiten entgegenstehen. — D enthält die Grundzüge der 
vom Verf. in seiner bekannten Monographie über die logische Syntax der Sprache entwickelten 


. Kalkültheorie. In E werden die Beziehungen zwischen Syntax und Semantik durchdiskutiert. 


Die Semantik liefert die Interpretation eines Kalküls, falls er überhaupt interpretierhar ist. 
Es wird erklärt, was unter einer Interpretation, einer wahren und einer falschen, einer L-wahren 
und einer Z-falschen Interpretation eines Kalküls zu verstehen ist. — Man wird sich durch diese 
Studien nicht hindurcharbeiten, ohne sich dem Verf. durch mannigfaltige Anregungen verpflich- 
tet zu fühlen. Es scheint mir jedoch, daß einer durchschlagenden Wirkung gewisse Hindernisse: 
im Wege stehen: (1) ein Übermaß von Definitionen, (2) eine Planmäßigkeit vom Charakter: 
einer Monotonie, die in diesem Ausmaß ermüdend wirkt. Es kommt (3) hinzu, daß gefragt 
werden darf, ob der Ertrag dem Aufwand entspricht, den man hinnehmen muß, um dem Verf. 
folgen zu können. Ein Beispiel: Zwei so naheliegende Fragen wie die nach der Interpretierbarkeit 
des Heyting-Kalküls oder des dreiwertigen Kalküls von J. Lukasiewicz werden überhaupt: 
nicht diskutiert. Ich sehe auch nicht, was mit dem hier vorgelegten Rüstzeug für eine Beant- 
wortyng dieser Fragen gewonnen werden könnte. Ebenso ungelöst bleibt das Problem, wann 
zwef Kalküle äquivalent heißen sollen. Solange diese Frage nicht auf eine befriedigende Art: 
beantwortet ist, kann auch auf eine solche Art nicht gesagt werden, wann zwei Kalküle dieselbe 
Theorie darstellen. Für eine Präzisierung des Wahrheitsbegriffs würde ich den Tarskischen 
Weg über den Begriff des Erfüllens vorziehen. Dieser Begriff scheint mir wesentlich handlicher' 
zu sein als der des Bezeichnens, und er scheint mir vor diesem vorauszuhaben, daß er schneller 
zum Begriff der Allgemeingültigkeit führt. — Sehr wertvoll scheint mir dagegen ein mit einer: 
ungewöhnlichen Sorgfalt ausgearbeiteter terminologischer Anhang zu sein, lehrreich die Revision: 
der Dogmatik der Monographie über die logische Syntax der Sprache: die Abschwächung des. 
Toleranzprinzips und die Erweiterung des philosophischen Problemkreises. Es scheint mir 
jedoch, daß die durch den Übergang zur Semantik erzwungenen Korrekturen von einer wesent- 
lich größeren Tragweite sind als in den Augen des Verf. Ich zweifle zusätzlich nicht daran, 
daß der Fortgang der Forschung weitere Korrekturen erzwingen wird, und ich pin nun erst recht 


geneigt, zu jeder Dogmatik ein Fragezeichen zu setzen. — Sehr wertvoll ist endlich das sorg- 
fältige Register. Es ist eine wesentliche Hilfe für jeden, der sich schnell und genau unterrichten 
möchte über das, was ihn vordringlich interessiert. Heinrich Scholz (Münster i. W.). 


eCarnap, A.: Studies in semanties. II: Formalization of logie. Second printing. 
Cambridge (Mass.): Harvard University Press 1947. XVIII, 159 p. 


M, sei die Menge der fünf im Sinn der zweiwertigen klassischen Matrix normierten, durch 
die A-Konstanten „", „N, ,V >", „+>" symbolisierten aussageerzeugenden Funktoren 
oder irgendeine gleichberechtigte Menge. M, sei eine Menge von (abzählbar unendlich 
vielen) Aussagesymbolen (A-Symbolen).. Die Menge M, der A-Aussagen sei die 
kleinste Menge, die (1) die A-Symbole enthält, (2) abgeschlossen ist in bezug auf die 
A-Konstanten. Jede Abbildung der Menge der A-Symbole in die zweizahlige Menge der 
Wahrheitswerte liefert eine entsprechende Abbildung der A-Aussagen. Die Menge M, der 
A-Sätze sei definiert als die Menge der wahren A-Aussagen. Das so bestimmte Gefüge heiße 
ein System der Aussagenlogik (A-System). — Prädikatenlogische Ausdrücke (P-Ausdrücke) 
seien die auf den üblichen Konstruktionsprinzipien fußenden Zeichenreihen, die mit Hilfe der 
A-Konstanten und der Quantoren ,V“ („für jedes“), „A“ (‚für ein gewisses‘) aus Prädikaten, 
Individuensymbolen und Individuenvariablen erzeugbar sind. Ein P-Ausdruck, in dem keine 
Individuenvariable frei vorkommt, heiße eine P-Aussage. Für P-Aussagen seien die Begriffe 
„wahr‘‘, „falsch‘‘ mit dem Genauigkeitsgrad einer exakten Semantik definiert. Die Menge der 


' P-Sätze sei definiert als die Menge der wahren P-Aussagen. Das so bestimmte Gefüge heiße ein 


System der Prädikatenlogik der ersten Stufe (P-System). — $ sei ein Kalkül, das soll 
heißen: ein Gefüge von Aussage- und Satzbestimmungen, so daß die &-Sätze unter Verzicht 
auf „wahr“ und „falsch“, also unabhängig von irgend welchen semantischen Voraussetzungen, 
mit Hilfe einer Menge M* von &-Axiomen und eines auf M* bezogenen Begriffs der Ableitbarkeit 


“in & definiert sind. Die in eine Konstituierung von eingehenden Bestimmungen sollen syntak- 


tische Bestimmungen heißen. © sei ein System der Logik. © heiße formalisierbar durch $t, 
wenn gezeigt werden kann, daß die Menge der $-Sätze mit der Menge der ©-Sätze zusammen- 
fällt. Man sagt dann, daß ® in bezug auf © im semantischen Sinne vollständig ist. — Aus der 


“ so definierten Formalisierbarkeit der A- und P-Systeme (in dem hier geforderten Falle mit 


Hilfe von Ausdrucksschematen, die im konkreten Falle durch A- bzw. durch P-Aussagen zu 
ersetzen sind) hat man geschlossen, daß für diese Systeme alles erreichbar ist, was sinnvoll 


ı* 


= 


für sie gefordert werden kann. Verf. zeigt, daß dieser Schluß nicht in jedem Sinne berechtigt 
ist. — Eine Interpretation .J eines Kalküls $ heiße zutreffend (true), wenn sie auf einer Er- 
klärung des Wahrheitsbegriffs für die -Aussagen fußt, so daß folgendes gilt: (1) Die K-Axiome 
gehen durch J in wahre Aussagen über, (2) die Figenschaft, durch J in eine wahre Aussage | 
überzugehen, ist deduktionserblich in &. Man hat nun wohl allgemein folgendes angenommen: | 
(a) 8, sei eine Formalisierung eines A-Systems, J eine zutreffende Interpretation von $t,. Dann 
werden durch J auch die A-Konstanten im Sinn ihrer Normierung durch die zweiwertige Matrix 
erfaßt. (b) S, sei eine Formalisierung eines P-Systems, J eine zutreffende Interpretation von Ka- | 
"Dann werden zusätzlich auch „V“ und „A“ durch J im Einklang mit ihrer inhaltlichen, jetzt 
mit Hilfe der Tarskischen Semantik leicht exakt definierbaren Bedeutung erfaßt. Verf. zeigt, 
daß beide Annahmen nicht zutreffen. Er gibt für $, zwei disjunkte Klassen J,, J, von zutreffenden 
Interpretationen an, die das Geforderte für die A-Konstanten nicht leisten. Zu J, gehören die 
Interpretationen, die für „—* eine von der Normalform verschiedene Bewertung liefern. Zu Ja 
gehören die Interpretationen, die „und „‚V“ (folglich auch „—“ und „+—“) überhaupt nicht | 
mehr als Symbole von Wahrheitsfunktionen interpretieren. Eine genauere Diskussion liefert 
das Resultat, daß im ersten Falle das semantische Prinzip des ausgeschlossenen Widerspruchs 
(„Eine Aussage kann nicht zugleich wahr und falsch sein‘), im zweiten Falle das semantische 
Prinzip des ausgeschlossenen Dritten („Eine Aussage ist wahr oder falsch‘) durch die üblichen | 
Formalisierungen nicht hinreichend gegen Durchbrechungen abgeschirmt ist. Die Interpre- | 
tationen J, verletzen das erste. Die Interpretationen J, verletzen das zweite. Solche Inter- | 
pretationen sollen „nicht-normal“ heißen. — In einem ähnlichen Sinne wird für $t, gezeigt, 
daß $, zutreffende Interpretationen zuläßt, die „V“ und „H‘ mit einer Bedeutung belasten, 
die verschieden ist von der Bedeutung, die sie effektiv haben sollen. „VxPx‘ kann interpre- 
tiert werden durch „‚P trifft zu auf jedes Individuum und @ trifft zu auf a“. Entsprechend kann 
„HxPx‘ interpretiert werden durch „P trifft zu auf wenigstens ein Individuum oder @ trifft 
zu auf a“. Es ergeben sich also auch für K, nicht-normale Interpretationen. — Von einer voll- 
ständigen Formalisierung eines A- oder P-Systems soll nun verlangt werden, daß sie solche 
nicht-normalen Interpretationen nicht zuläßt. Es wird gezeigt, daß diese Forderung in beiden 
Fällen erfüllbar ist. Das Hauptverfahren ist jedoch so verwickelt, daß es hier nicht einmal 
angedeutet werden kann. Wesentlich einfacher ist ein zweites Verfahren, das wenigstens ange- 
deutetist. Eine Aussagenklasse K, involviere eine Aussagenklasse X,, wenn wenigstens ein Element 
von K, falsch oder wenigstens ein Element von K, wahr ist. Diese semantische Charakterisierung 
läßt sich syntaktisch erfassen. Mit Hilfe der syntaktisch definierten Involutionsbeziehung kann 
die angestrebte vollständige Formalisierung der A- und der P-Systeme erreicht werden. — 
Es scheint mir, daß diese interessanten Ergebnisse sehr gut in einer Studie vom Umfang eines 
Druckbogens hätten vorgetragen werden können. Der Verf. hat diese Studie effektiv mit einem 
Begriffsapparat belastet, durch den sie zu einer Monographie angeschwollen ist. Dem Leser 
wird hierdurch eine zusätzliche Arbeit und Mühe aufgebürdet, deren Notwendigkeit ich nicht 
habe einsehen können. Der Versuch, den Leser auf diesem Wege von der Leistungsfähigkeit 
der in der ‚Introduction‘ mit einer ungewöhnlichen Breite entwickelten Begriffsbildungen zu 
überzeugen, scheint mir nicht gelungen zu sein. Heinrich Scholz (Münster i. W.). 


Kemeney, John G.: Models of logieal systems. J. symbolie Logie 13, 16-30 
(1948). 

Verf. will die Grundlage für Untersuchungen über alle logischen Systeme 
geben; insbesondere soll für die vier fundamentalen Probleme der Widerspruchs- 
freiheit, der Vollständigkeit, der Angabe eines erfüllenden Modells und der Äquivalenz 
von logischen Systemen Definitionen aufgestellt werden, die nicht auf die Besonder- 
heiten eines speziellen Systems Bezug nehmen. Der zugrunde gelegte Begriff eines 
logischen Systems im allgemeinen steht in Übereinstimmung mit der Charakterisie- 
rung einer formalisierten Sprache, wie sie von verschiedenen Autoren vorgenommen 
ist. Das zentrale Problem, von den vier angegebenen, ist das des Modells eines 
Systems. Hierfür gibt der Verf. eine rein syntaktische Definition, die hier nicht 
in den Einzelheiten wiedergegeben werden kann. Mittels eines Halbmodells, das 
in geeigneter Weise definiert wird, wird zunächst jedem Ausdruck der Wert t oder f 
(„richtig“ oder „falsch‘“) zugeordnet. Diese Wertung ist im allgemeinen in ver- 
schiedener Weise möglich, falls der Ausdruck freie Variablen enthält. Ein Halb- 
modell heißt ein Modell, falls bei jeder möglichen Wertung allen Axiomen, aber nicht 
allen Ausdrücken der Wert it zugeordnet wird, und falls sich die Eigenschaft, 
mit t gewertet zu werden, von Ausdrücken auf die nach den Ableitungs- 
regeln daraus gewonnenen überträgt. — Die Herstellung von Modellen wird 
am Beispiel des Aussagenkalküls und des Stufenkalküls näher erläutert. 


Anschließend werden die gebräuchlichsten Definitionen der Widerspruchsfreiheit 
" („A und nicht-A sind nicht beide Sätze“, „nicht alle Ausdrücke sind Sätze‘) 
kritisiert und gezeigt, daß sie nicht geeignet sind, diesen Begriff für beliebige 
‚Systeme, für die nichts weiter bekannt ist, zu bestimmen. Verf. schlägt die 
, Definition vor: Ein logisches System heißt widerspruchsfrei, wenn es ein Modell 
‘ hat. Ein Modell heißt ein Hauptmodell, falls die Ausdrücke, die immer mit t gewertet 
' werden, alle Sätze sind. Ein logisches System heißt vollständig, falls es ein Haupt- 
modell hat. Mit Hilfe des Modells wird dann noch eine Definition dafür gegeben, 
wann zwei logische Systeme äquivalent sind und wann das eine stärker ist als das 
‚ andere. Die Aufgabe, für die genannten vier Probleme für alle logischen Systeme 
' eine rein syntaktische Definition zu geben, kann wohl als gelöst bezeichnet werden. 
— Es sei übrigens bemerkt, daß der vom Verf. zugrunde gelegte Begriff der Wider- 
 spruchsfreiheit für diemetamathematische Untersuchung.der Widerspruchsfreiheit von 
formalen Systemen im allgemeinen nicht gebraucht werden kann. Es liegt das 
daran, daß die Wertung der Ausdrücke, die der Verf. vornimmt, einer Deutung 
sehr nahe steht. Z. B. die Konstruktion eines Modells für ein Axiomensystem der 
Analysis nach den erwähnten Methoden würde nur mit Hilfe von Überlegungen 
stattfinden, die selbst in das Gebiet der Analysis fallen. Wilh. Ackermann. 
Rosser, J. B. and A. R. Turquette: Axiom schemes for m-valued funetional 
ealeuli of first order. Part I. Definition of axiom schemes and proof of plausibility. 
J. symbolic Logie 13, 177—192 (1948). 
Die Methode, die die Verff. früher benutzten, den m-wertigen Aussagenkalkül 
aufzubauen [J. symbolie Logie 10, 61—82 (1945)] wird hier auf den engeren Prädi- 
katenkalkül ausgedehnt. Zu den früheren Annahmen und Postulaten kommen die 
folgenden hinzu: Es wird die Existenz gewisser Quantoren I/,(&,%,...,%,) ' 
angenommen. Ferner wird angenommen, daß ein Allgemeinheitsquantor 
(x) U(xz) sich mit Hilfe der Grundquantoren aufbauen läßt, so daß (x) Y(x) dann 
und nur dann einen eigentlichen Wahrheitswert hat, wenn das für X(x) immer der 
Fall ist. Die für den Prädikatenkalkül neu hinzutretenden Axiome sind die fol- 
Bendenn 1. , (AU) — Ay; 72.) AB) EU > ke) Bo); 
3.0, W—>J; (1, (2, - - - %9;) A - - -; %,). Hier bedeutet N,,(W) die Normal- 
| form von II, (%,, - . -, %9;) W(X - - -, %,), die eigentliche Wahrheitswerte dann und 
‘nur dann annimmt, wenn der letzte Ausdruck den Wahrheitswert i hat. J,(A) hat 
einen eigentlichen Wahrheitswert dann und nur dann, wenn A den Wahrheitswert i 
} hat. Als Ableitungsregel kommt hinzu der Schluß von A(z) auf (2) Ax). 
ER... Wilh. Ackermann (Lüdenscheid). 
Levin, Nathan P.: Computational logie. J. symbolie Logic 14, 167—172 (1949). 
Seien x, Y,.... Ausdrücke des klassischen Aussagenkalküls, und sei 2 ein iden- 
| tisch falscher Ausdruck. ‚‚Weder x noch y‘“ sei wiedergegeben durch ‚,(2y)“. „x und 
| y sind auswechselbar‘ (hier hierfür kurz: „x — y“) bedeute die Äquivalenz von x 
| und yim Sinne der klassischen Wahrheitswerttafel. Dann gilt: (1) (2) = ist symme- 
I trisch und transitiv. (3) Wenn = yundu=v,so zu=yv. (4x—=x22 [d.i. 
((22) 2): Linksklammerung!]. (5) & &, 223 = 23 2,2%... (6), =" 
M2-.-x, falls j<nunda,=x,. ()222—= 2.— Aus (1)... (7) folgt, daß 2 = 22 
| genau dann, wenn x eine Tautologie ist [ausführlicher Nachweis, unter Herleitung 
| der Abtrennungsregel (McKinsey)]. So ergibt sich ein Aufbau der Aussagen- 
| logik, der sich nach Ansicht des Verf. vorteilhaft durch den algorithmischen Cha- 
| rakter seiner Beweise auszeichnet. Der Negation, Alternative, Konjunktion, Implika- 
| tion entsprechen xx, zy2, x2(y2), x2 y2. Hermes (Münster). 
| Copilowish, Irving M.: Matrix development of the ealeulus of relations. J.sym- 
“ bolic Logic 13, 193—203 (1948). 
E Die zweistelligen Relationen R über einem festen Bereich entsprechen quadra- 
tischen Matrizen R, wenn man setzt R,,—= 1 oder 0, wenn «Rt % gilt oder nicht 
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Diese Matrizen sind Elemente einer Booleschen Algebra vermöge der Definitionen | 


(RAS) = Kir Sim ebenso für VO; dabei hat man 0 und 1 als Elemente der. 

zweielementigen Booleschen Algebra aufzufassen. Rus, RS, RS & [mit 

(RS), = U (RC 81.) Jentsprechen Summe,Produkt und Verkettung der zugehörigen 
1 


Relationen. — Beispiele, Verallgemeinerungsmöglichkeit auf n-stellige Relationen, 


ausführliche historische Bemerkungen. Hermes (Münster). 


(1948). a 
Für die Boolesche Algebra wird ein Axiomensystem gegeben, das als einzigen 
Grundbegriff die Relation C der Inklusion enthält. Axiome sind: 


La) (Ta) (Ay) (> (8 C y)); Ib) (2) (y) (Up) (Ep) (Pprzy&Cpp); 

IIa) Oyy &Ppzy&Np>xCy Ilb) zCy&ylz>xCa. 
Die hier auftretenden Hilfsrelationen Np (p ist Nulleiement), Ppxy (p ist Durch- 
schnitt von x und y) und Cpp’ (p’ ist Komplement von p) sind dabei in bekannter 
Weise mit Hilfe der Inklusion definiert. Verf. leitet aus diesen Axiomen ausführlich 
ein Axiomensystem von Huntington [Trans. Amer. math. Soc. 5, 288—309 (1904)] 
heran. Hermes (Münster). 


e Tarski, Alfred: A deeision method for elementary algebra and geometry. 
Prepared for publieation by J.C.C. MeKinsey. U. S. Air Force Projeet Rand, R-109. 
Santa Monica, California: The Rand Corporation 1948. III, 60 p. lithoprinted. 

Unter der elementaren Algebra wird in dieser Arbeit die Theorie der reellen Zahlen verstanden, 
soweit sie sich in der ersten Stufe formalisieren läßt. An Konstanten kommen in dieser Theorie 
vor: 1, 0, —1. Aus ihnen werden mit den Operations-Zeichen +,- in der üblichen Weise Terme 
gebildet. Aus diesen erhält man unter Verwendung des =- und des >-Zeichens die prädikativen 
Ausdrücke in der Form « = ß bzw. > ß, wo x, ß Terme sind. Aus den prädikativen Ausdrücken 
werden durch die aussagenlogischen Verknüpfungen und durch Generalisierung bzw. Partiku- 
larisierung die zusammengesetzten Ausdrücke erhalten. Ausdrücke ohne freie Variablen heißen 
Aussagen. Für diese Theorie wird nun ein Entscheidungsverfahren angegeben. Dieses beruht 
(wie in fast allen ähnlichen Fällen) auf einer Lösung des von E. Schröder stammenden Elimi- 
nationsproblems. Th. Skolem (Untersuchungen über die Axiome des Klassenkalküls und über 
Produktations- und Summationsprobleme, welche gewisse Klassen von Aussagen betreffen. 
Skr. Vid. selsk. Kristiania 1919, no. 3.) hat zum ersten Male mit dieser Methode 
das Entscheidungsproblem für die Theorie der atomistischen DBooleschen Algebren 
gelöst. Seitdem ist diese Methode zur Lösung des Entscheidungsproblems geradezu klassisch 
geworden. Auf Grund einer in allen Fällen benutzten Reduktion ergibt sich ziemlich einfach, daß 
esgenügt, die Elimination der Variablen zin den Ausdrücken der Form: Fx(H, (x) A ... A H,(«)) 
durchzuführen, wo H,(®),.:.,4,(&) prädikative Ausdrücke bzw. verneinte prädikative Aus- 
drücke sind. Nun kann bekanntlich jeder prädikative Ausdruck in der Theorie der reellen 
Zahlen auf die Form «x = 0 bzw. & > 0 gebracht werden, wo x ein nach steigenden Potenzen 
von x geordnetes Polynom in zist. Da ferner «= Omit «> 0 V 0>x« äquivalent ist, ebenso 
0>« mit —1:x>0, so genügt es offenbar, das Eliminationsproblem zu lösen für die Ausdrücke 
der Form: 72(, = ON... Am =O AAR>ON... AB >0), wo die &,..., 0, und Bis: Br 
Polynome in x sind (die natürlich auch identisch verschwinden können). Da nun weiter 
%=0N&,— 0 mit af +03 —=0 äquivalent ist, reduziert sich das Eliminationsproblem auf die 
Elimination von x in den Ausdrücken der Form: Fx(x« =O AB >ON... Aß„>0). Für den so 
erhaltenen entscheidenden Fall ist es bequem, die Elimination sofort für etwas allgemeinere Aus- 
drücke durchzuführen, nämlich für die Ausdrücke der Form: 7x(«& =-O AB DON... A >0), 

k 


wo a x«H (x) definitorisch eingeführt wird, und zwar so, daß dieser Ausdruck besagt: Es gibt genau 


k reelle Zahlen x mit der Eigenschaft Z(x). Sieht man nun von dem trivialen Fall, daß & iden- 
tisch verschwindet, für den sich unmittelbar die Elimination durchführen läßt, ab, so sind offenbar 
die folgenden Bedingungen gleichwertig: (1) Es gibt genau k Wurzeln der Gleichung & = 0 
für die Pj,...,ß„ sämtlich positiv sind. (2) Es gibt 3 natürliche Zahlen I EHKNE folgenden 
Bedingungen genügen: (a) 2k=r,+1r,—r; und 0<r,r,r3, < m, wo m der höchste Expo- 
nent von »in dem nicht verschwindenden Polynom « ist; (b) r, ist die Anzahl der Wurzeln von « 
für die By, +. +, Bn-2 Pn-ı ' Pn sämtlich positiv sind; (c) r, ist die Anzahl der Wurzeln von or, 
für die Bir... Bus» Bn-ı' Pn sämtlich positiv sind, (d) r, ist die Anzahl der Wurzeln von a, 
für die Bis... Ba» —1l Pa‘ P, sämtlich positiv sind. Auf Grund dieser Äquivalenz ist es 
klar, daß es (abgesehen von trivialen Fällen) genügt, die Elimination in Ausdrücken der Form: 


Byrne, Lee: Boolean algebra in terms of inelusion. Amer. J. Math. %0, 139—143 | 


n Gr («=0AB>0) durchzuführen, wo a nicht identisch verschwindet. Da stets 22 +1> 0, so 
kann hierbei auch vorausgesetzt werden, daß f nicht identisch verschwindet. Es sei nun wieder 
m der höchste Exponent von zin dem Polynom a. Dann sind folgende Bedingungen gleichwertig: 
(1) Es gibt genau k Wurzeln der Gleichung x = 0, für die ß positiv ist. (2) Es gibt 3 ganze Zahlen 
7], 79, 73, für de 2k=n—n+r, 0<r, sm 0<r,<m —m<r,<m ist, derart, daß 
r, die Anzahl der Wurzeln von « ist, daß ferner r, die Anzahl der gemeinsamen Wurzeln von & 
und ß ist und daß schließlich v, die Differenz ist aus der Anzahl der Wurzeln von &, für die ß 
positiv ist und der Anzahl der Wurzeln von x, für die ß negativ ist. Die Bestimmung der 3 ganzen 
Zahlen r,, 75, r3 gelingt nun unmittelbar auf Grund des bekannten Sturmschen Theorems über 
die Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung x = 0. McKinsey macht darauf aufmerksam, 
daß das Sturmsche Theorem hierbei zweckmäßigerweise folgendermaßen verallgemeinert wird. 
Es seien «, ß Polynome in der Variablen x, ferner seien x, u zwei reelle Zahlen mit «< u. Es 
sei ferner Y], Ya, - - :,Y„ eine Folge von Polynomen, die die Sturmsche Kette von & und f heißt, 

wo y, das Polynom «&,y, das Polynom ß und y, ( > 2) der negative Rest bei Division von y;_s 


durch y;_, ist; die Folge wir hierbei solange fortgesetzt, bis y, ein Teiler von y,_, ist. Sind . 


nun %,...,%, und i,...,4, die Folgen der Werte von Y,-..,7%n für ex bzw. = u 
und ist ferner k die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge x*,,...,x*, und m die Anzahl der 
Zeichenwechsel in der Folge 14, .. .,,, so ist k — m gleich der Differenz n, —n,, won, die 
Anzahl der zwischen x und u liegendenWurzeln & von x und ist, für die folgende Bedingungen 
gelten: (1) & ist eine Wurzel höherer Ordnung von a als von ß, (2) Es gibt ein offenes Intervall, 
dessen rechter Endpunkt £ist und in dem a und ß dasselbe Zeichen haben und wo n, entsprechend 
durch & und —ß bestimmt ist. — Aus der Lösung des Entscheidungsproblems für die elementare 
Theorie der reellen Zahlen ergibt sich auch — wie in allen ähnlichen Fällen — eine Axiomati- 
sierung der Menge der inhaltlich richtigen Aussagen dieser Theorie. Es läßt sich nämlich unter 
Berücksichtigung der beim Entscheidungsverfahren benötigten Äquivalenzen zeigen, daß alle 
inhaltlich richtigen Aussagen und nur diese aus einem Axiomensystem mit den Schlußregeln des 
Prädikatenkalküls der ersten Stufe ableitbar sind, das außer den Axiomen des Prädikaten- 
kalküls der ersten Stufe mit Identität als eigentliche Axiomie enthält: (1) Die Axiome, die be- 
sagen, daß die Menge der reellen Zahlen einen geordneten Körper bildet. (2) Ein Axiomenschema, 
das besagt, daß jedes Polynom, das für einen gewissen Wert positiv und für einen anderen negativ 
ist, in einem Zwischenwert verschwindet. Das Axiomenschema (2) kann bekanntlich (vgl. 
B.L.van der Waerden, Moderne Algebra, 2. Aufl., Berlin 1937, Bd.I, S. 225ff.) ersetzt 
werden durch: (3a) das Axiom :y>0—4xza2?=y und (3b) das Axiomenschema, das besagt, 
daß jedes Polynom ungeraden Gerades wenigstens eine reelle Nullstelle besitzt. Das angegebene 
Axiomensystem ist also jedenfalls widerspruchsfrei und vollständig. Aus der Vollständigkeit 
folgt, daß aus diesem Axiomensystem alle Spezialfälle des Stetigkeitsaxioms, die in dem ange- 
gebenen Formalismus ausgedrückt werden können, ableitbar sind. Das allgemeine Stetigkeits- 
axiom, das natürlich nicht in der ersten Stufe formalisiert werden kann, ist dagegen nicht in 
diesem Formalismus beweisbar. Hier gilt also ein ähnlicher Tatbestand wie bei den entscheid- 
baren Teilsystemen der Theorie der natürlichen Zahlen, wo auch alle Spezialfälle der vollstän- 
digen Induktion abgeleitet werden können, während das allgemeine Schema der vollständigen 
Induktion nicht beweisbar ist. — Eine weitere wichtige Folgerung betrifft die in der behandelten 
Theorie definierbaren Mengen (bzw. Relationen). Es stellt sich heraus, daß z. B.nur solche 
Mengen von reellen Zahlen definierbar sind, die die Vereinigungsmenge einer endlichen Anzahl 
von irgendwelchen (beschränkten, unbeschränkten, abgeschlossenen, offenen, halbabgeschlos- 
senen, halboffenen) Intervallen mit algebraischen Endpunkten sind. Hieraus ergibt sich u.a. 
ein strenger Beweis für die wichtige Tatsache, daß die Menge aller natürlichen Zahlen und ebenso 
die der rationalen Zahlen in dem behandelten System natürlich nicht definierbar sind. 

Istesineiner vorgegebenen Geometrie möglich, reelle Koordinaten einzuführen, so lassen sich 
die angegebenen Resultate aus der Theorie der reellen Zahlen offenbar auch auf die betr. Geometrie 
übertragen. Man erhält also u.a. auf diese Art ein Entscheidungsverfahren für die elementare 
Euklidische Geometrie beliebig vieler Dimensionen, ebenso für gewisse Systeme nicht-euklidi- 
scher Geometrien und solche der projektiven Geometrie. Da die gewöhnliche projektive Geo- 
metrie als Teil der Theorie modularer Verbände behandelt werden kann, ist also durch das 
in dieser Arbeit angegebene Entscheidungsverfahren auch für diesen Teil der Verbandstheorie 
das Entscheidungsverfahren gelöst. — Die vorliegende Abhandlung ist an Resultaten ungewöhn- 
lich reichhaltig. Z. B. ist weiter auf $. 55, 56 ein elegantes Axiomensystem für die ebene Eukli- 
dische Geometrie angegeben, das auf den beiden Grundrelationen: „‚y liegt zwischen x und 2°“ 
und ‚x hat von y den gleichen Abstand wie x, von %,° beruht. 

Alle wesentlichen Resultate dieser Arbeit stammen vom Verf. Sie sind z. T. schon früher 
ohne Beweis veröffentlicht worden [vgl. A. Tarski, Sur les ensembles definissables des nombres 
reels. Fundam. Math., Warszawa 17, 210-239, insbesondere 8. 223, 224 (1931)]. Von McKinsey 
stammt die oben angegebene Verallgemeinerung des Sturmschen Satzes, durch die die Dar- 
stellung des Entscheidungsverfahrens sich vereinfacht. — Der Stil, in dem die Arbeit geschrieben 
ist, ist bedingt durch den Rahmen, in dem sie erschienen ist. Es ist der Stil einer Dienstvorschrift. 


8 
Es ist klar, daß dies ein gänzlich unangemessener Stil ist, der zu einer ungewöhnlichen Weit- 
schweifigkeit Veranlassung gibt. Verf. ist, wie der Ref. weiß, hierin der gleichen Meinung. 
McKinsey hat, so gut es ging, für Milderung gesorgt. Das wird besonders an den sehr wert- 
vollen Anmerkungen deutlich. K. Schröter (Berlin). 

Kurepa, Georges: D&monstration du prineipe de Pinduetion totale. C.r.. Acad. 
Sci., Paris 230, 703—705 (1950). 

Die natürlichen Zahlen werden als die Kardinalzahlen der endlichen Mengen 
eingeführt, wobei die Endlichkeit einer Menge im Dedekindschen Sinne verstanden 
und die Existenz einer Kardinalzahl zu jeder Menge vorausgesetzt wird. Die Menge 
N der endlichen Kardinalzahlen wird als existierend angenommen. Es ist nun aber 
bekannt, daß die Annahme allein der Existenz einer unendlichen Menge genügt, 
um eine logische Ableitung aller zahlentheoretischen Axiome, also auch des Prinzips 
der vollständigen Induktion, zu erhalten. Gegenüber den üblichen Beweisen zeigt 


der vorliegende nur die Variante, daß die Dedekindsche Definition der Endlichkeit 


benutzt wird, während sonst etwa die Menge N als die Menge der induktiven Kar- 
dinalzahlen definiert wird. Wilh. Ackermann (Lüdenscheid). 

Stoll, R. R.: Equivalenee relations in algebraie systems. Amer. math. Monthly 
56, 372—377 (1949). 

Ausführliche Darlegung des Begriffs einer Äquivalenzbeziehung R und des 
durch ein ‚„reguläres“ solches R bewirkten Homomorphismus. Mit Beispielen. 

Hermes (Münster). 

Fiteh, Frederie B.: The Heine-Borel theorem in extended basie logie. J. symbolic 
Logic 14, 9-15 (1949). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 30, 193) gab Verf. eine widerspruchsfreie 
Theorie der reellen Zahlen, indem insbesondere der Satz von Bolzano- Weierstraß 
(in geeigneter Formulierung) bewiesen wurde. Die vorliegende Abhandlung setzt 
diese Untersuchungen fort mit einem vollständig durchgeführten Beweis des (ent- 
sprechend formulierten) Heine-Borelschen Theorems. ; Hermes (Münster). 
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Billing, J.: The prineiple of the exeluded third and the Bolzano- Weierstrass lemma. i 


Ark. Mat., Stockholm 1, 59 (1949). 
Hinweis auf eine frühere Note des Verf. (dies. Zbl. 29, 113). Hermes. 


Wang, Hao: A proof of independence. Amer. math. Monthly 57, 99—100 (1950). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen. Invariantentheorie: 


Papy, Georges: Sur les formes exterieures definies sur un anneau d’intögrite 
a id6aux prineipaux. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. 8. 35, 157-176, 378—398 
(1949). 

1. Es werden Formen über einer Graßmannschen Algebra A = A,(T) betrachtet, deren 
Koeffizientenbereich / als Hauptidealring vorausgesetzt wird. & — {u,} sei das als Matrixspalte 
geschriebene System der Einheitsvektoren von A. Ist c eine Matrixzeile mit Elementen aus /, 
so schreibt sich jede lineare Form m € A in der Gestalt m = cu. Die Menge aller Linearformen 
in A bildet einen /-Modul Z. Jede Basis u von L erzeugt eine Basis ü von A, welche als Matrix- 
spalte geschrieben sei. Mit der Matrixzeile p aus I schreibt sich dann jedes Polynom P€ A in 
der Normalform P=pü, wobei » = P/ü geschrieben werden kann. Ein Basiswechsel in Z 
wird durch eine über / umkehrbare Matrix 7’ mit Elementen aus I beschrieben: u = Tv. Dieser 
induziert in A den Basiswechsel u = T'3. Ebenso bewirkt ein Automorphismus u— Tu von L 
einen Automorphismus & > Tü von A. Zwei Polynome P,Q€ 4A heißen äquivalent, wenn P 
durch einen Automorphismus von A auf Q abgebildet wird. —2. Der g.g.T. se(P) der Elemente 
von P/u (P€ A) werde Skalarteiler von P genannt. sc(0) = 0. Jedes Polynom Pe€.A mit 
sc(P) =1 heißt primitiv. Wenn das Produkt m}: m, der linearen Formen m,;,<€ L eine 
primitive Form ist, so kann man m,,...,m, als r erste Elemente einer Basis für L wählen. 
Jedes Produkt linearer Formen wird einfache Form genannt, und je zwei solche sind genau dann 
äquivalent, wenn sie den gleichen Skalarteiler besitzen. Hieraus folgt, daß n Linearformen 
genau dann eine Basis von L bilden, wenn ihr Produkt primitiv ist. — 3. P sei ein Polynom 


aus A, dessen sämtliche Terme von geradem Grad (+ 0) sind. Man definiert die r-te reduzierte 
"Potenz "P von P folgendermaßen: (1) °P=1. (2) Für P=M,+:::+M, (die M, seien 
_ Monome)ist"P= 3 M, RRNZE ir für alle r<t, wobei über alle Kombinationen zu summieren 


Yiyer str 
ist. (8) "P=0 für r > t. — Sind zwei Polynome aus A äquivalent, so gilt dasselbe von ihren 
" r-ten reduzierten Potenzen. Es ist !’P=P. Femer gilt P’=r!"P. Teilt die Charakteristik 
von I r!, so ist PF=(, aber nicht notwendig "P = 0. — 4. Eine lineare Transformation 7’ 
' ist genau dann umkehrbar, wenn u," u, —au,)'"'u,, wobei «€ I umkehrbar ist. Die- 
jenigen Transformationen T, die u, u, erhalten, bilden die spezielle lineare Gruppe SL, (7). 
Es sei n=2n’ und Q eine quadratische Form von A. Dann gilt "Q = |Qluw:: Wu, mit 
|Q| EZ. |Q| heißt Pfaffscher Ausdruck von Q und ist bezüglich der Transformationen aus SL, (I) 
‚ invariant. Es sei eine getrennte Basis u={x,y} mit z2= {x} W=1,...,n), y={y} 
(=1,...,n,) von L vorgelegt. Jede lineare umkehrbare Abbildung der Form <> T2,y> Uy 
heißt getrennt. Polynome sind getrennt äquivalent, wenn sie durch eine getrennte Transformation 
äquivalent sind. Eine Form heißt getrennt, wenn sie vom gleichen Grad in den x, und y; ist. 
Ist eine solche quadratisch, so hat sie die Gestalt x’ My (” = Transponierte), wobei M eine 
Matrix n, X n, über Z ist. Ist nn, = n, = n, soist der Pfaffsche Ausdruck |F| der Form F = x’My 
identisch mit der Determinante |M|. Diese erscheint hier als eine zu M gehörige Invariante 
bezüglich derjenigen Transformationen T€SL,,(/), welche von F die getrennte Form er- 
halten. Die Invarianz der Determinante gegenüber Vertauschung von Zeilen und Spalten 
erscheint als besonderer Fall einer Transformation der SL, (I). — Jede lineare Transformation, 
de H=H,=vy=a,y + :°'+%, Y, nicht ändert, heißt symplektisch, und diese bilden 
die symplektische Gruppe Sp,(/). Fügt man zu L die invariante Form H hinzu, so entsteht 
der&ymplektische Raum $(H). Zwei Polynome heißen gleichartig, wenn sie durch eine symplek- 
tische Transformation äquivalent sind. Sie heißen ähnlich, wenn die abbildende symplektische 
Transformation getrennt ist. Diese Transformationen sind von der Gestalt &— P’x, y— P-1y, 
wobei P über / umkehrbar ist. Die getrennten quadratischen Graßmannschen Formen 
“F=xMy und G=«Ny (M, N quadratische Matrizen über /) sind genau dann ähnlich, 
wenn es die Matrizen M, N im Sinne der Matrizentheorie sind. — Aus der Tatsache, daß jede 
symplektische Transformation mit Z auch %H invariant läßt, folgt, daß die symplektische 
Gruppe Sp; (I) eine Untergruppe der speziellen linearen Gruppe SL,, (I) ist. — 5. Das Element 
sc,(F) =sce(F) von I wird i-ter Skalarteiler von F genannt. Zwei quadratische Graßmannsche‘ 
Formen sind genau dann äquivalent, wenn sie die gleichen Skalarteiler besitzen. Bezeichnet 
man sq(F)=f, ss(f)=h: h Ü>23,...,r7), Sal) = 0, so folgt: Jede quadratische 
Form F mit den invarianten Faktoren fj,--.;fr (fr. = 0) ist der Form 
haft: tl %r 

äquivalent, und sie ist genau dann äquivalent zu H, wenn ihr Pfaffscher Ausdruck in I umkehr- 
bar ist. — 6. Es sei L,, ein I-Modul, der eine getrennte Basis {x, y} zuläßt, F eine quadratische 
Form, deren sämtliche Skalarteiler entweder Null oder gleich der Einheit sind. Mit $(F) werde 
der symplektische Raum über Z mit der Form F bezeichnet, er wird symplektischer Unterraum 
von S(H) genannt. Eine quadratische Form @ von $(H) heißt H untergeordnet, wenn sich G 
mittels einer geeigneten Basis in der Form G=H, = m, + '':-+ 2,9%, (r <n) schreiben 
läßt. Ebenso heißt $(G) dem Raum ‚S.(7) untergeordnet. Eine Form @ von S(H) ist genau dann 
H untergeordnet, wenn es eine ganze Zahl r < n mit sc,(G) =1 und "HG = 0 gibt. Zerlegt 
man H in eine direkte Summe von mehreren untergeordneten Formen, so läßt sich der folgende 


Satz beweisen: Wenn die Linearformen m, ..., My, Wyy:.., Wars. .,W; den Bedingungen 
mm," "H=0=ww, a; m, w;"1H = 0," H für i=1,..,8,97=]1,...,t genügen und 
wenn ww," w, primitiv ist, dann lassen sich Linearformen m,.1,:.., My, Wyrs + ++, Wn SO 


angeben, daß die lineare Transformation x, — m,, Y. > w, (k=1,...,n) symplektisch ist. 
— Ferner gilt: Jede einfache Form $ vom Grad d mit Koeffizienten aus / ist gleichartig (oder 
ähnlich, wenn sie getrenntist) einem Monom M = a x, Yı'*" %, Y» Yapsı' "Ya, wobeis=d— 
eine S zugeordnete symplektische Invariante ist. (Man nennt 2s den symplektischen Rang 
von 8.) Ist d= 2s, so ist a eine weitere S zugeordnete symplektische Invariante. Ist d=+ 2s, 
so ist « bis auf einen in J umkehrbaren Faktor eine symplektische Invariante. 7.—8. Zum 
. Schluß werden die quadratischen Graßmannschen Formen (einmal mit Koeffizienten aus einem 
Körper, zum anderen mit Koeffizienten aus einem algebraisch abgeschlossenen Körper) mittels 
symplektischer Transformationen auf Normalformen reduziert. Überträgt man die Ergebnisse 
auf die klassische Elementarteilertheorie, so zeigt es sich, daß die angegebenen symplektischen 
Invarianten die Invarianten der klassischen Elementarteilertheorie in dem Sinn verallgemeinern, 
daß sie auch für nicht getrennte Formen als Invarianten sinnvoll bleiben. Reichel (Tübingen). 

Conforto, Fabio: La teoria delle equazioni nell’algebra moderna. Archimede, 
Firenze 1, 217—228 (1949), 

Eine ausführliche Einleitung in die moderne Algebra. Holzer (Graz). 

Brauer, Alfred: On the irredueibility of polynomials with large third eoeffieient. 
Amer. J. Math. 70, 423—432 (1948). 
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Verf. untersucht die a sc im rationalen Körper von ganzzahligen | 
Polynomen f(z) = x" + = a,x"-i, wenn a, sehr groß ist, und erhält das fol- 


gende Hauptresultat: Es sei m das Minimum der Partialsummen der Reihe 
0+0a,+4,+:''+ a, ferner m* das Minimum der Partialsummen der Reihe 
0—qa,+4, F-*.+(— 1)ra,. Es sei endlich 

rar lad 2alsieläche aa ee 
Ist dann entweder aa>0 und a,> max (t, 4a? + |m*|) oder 41< 0 und 4 
a, > max (t, 4a? + |m|), so ist f(x) irreduzibel. Es eilt ferner: f(x) ist irreduzibel, 
wenn ,=0 und , >14. u (Uppsala). 

Parodi, Maurice: Contribution & P’&tude de la stabilite. J. Physique Radium, 
VIII. S. 10, 348—352 (1949). 

Es werden zwei verschiedene Typen von Gleichungen studiert, die für die Un- 
bekannte, deren Werte die Stabilität bestimmen, von der Form sind, daßim höchsten 
Gliede eine Determinante n-ter Ordnung als Koeffizient auftritt. Sowohl bei ge- 
wissen Problemen der Mechanik, als auch in der Theorie der elektrischen Netze 
treten derartige Gleichungen auf. Wenn die Stabilitätsbedingungen erfüllt sind, 
kann man eine obere Grenze für die Realteile der Wurzeln angeben und gleich- | 
zeitig Variationsbereiche für die Koeffizienten bestimmen, so daß diese Grenze inne- | 
gehalten wird. Das Verfahren beruht auf der Anwendung eines Determinanten- 
satzes von Ostrowski [Bull. Sci. math., II. S. 61, 19—32 (1937); dies. Zbl. 16,3]. Im 
Falle der elektrischen Netze wird das Verfahren ziemlich kompliziert; es kann indessen 
unter Benutzung einer Normalform der Gleichungen, die vom Verf. angegeben 
worden ist (dies. Zbl. 33, 3435), vereinfacht werden. Schmeidler (Berlin). 

Sz.-Nagy, Gyula (Julius) v.: Zur Nullstellenverteilung von Extremalpolynomen. 
Duke math. J. 16, 575—577 (1949). 

Un Bee extremal par rapport & un ensemble P du plan est un polynome 
A(2)=2"+---+.a, tel qu’il n’existe aueun polynome B(@) =2"+:::+5, tel 
que |B(@z)| < 1A )| en tous les points de Poüu A(z) +0. L’A. montre que si &,, & 

sont deux zeros % A(z), et H une hyperbole &quilatere dont la droite x, &, est un 

diametre, P ne peut &tre tout entier d’un m&me cote de H (les cotes de H etant 
definis comme l’ensemble des points d’oü on peut mener respectivement 0 et 2 
tangentes a Z). J. Dieudonne (Nancy). 

Sz.-Nagy, Gyula v.: Über Wertyerteilung gebrochener rationaler Funktionen. 
Comment. math. Helvetici 23, 288—293 (1949). 

A l’aide de calculs el&mentaires sur le module et l’argument de produits de 
facteurs du premier degr& ou de leurs inverses, I’A. indique des domaines du plan, 
limites par des arcs de cercle, oü se trouvent au moins une, ou toutes les racines d’une 
€quation de la forme F(z) =a, ol F est une fraction rationnelle. J. Dieudonne. 

Mignosi, Giuseppe: Estensione ai .eorpi finiti di una formula di Radös. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. 8.7, 216-219 (1950). 

Verf. zeigt, daß die von M. Cipolla, Rend. Circ. mat. Palermo 54, 199—206 
(1930) eingeführten apiristischen Polynome einen Bau haben, der auf einer Verall- 
gemeinerung einer Identität von Radös, Rend. Circ. mat. Palermo 46, 308—314 
(1922) beruht. — Hat in einem endlichen Körper © mit N = p” Elementen ein 
Polynom f(x) n-ten a mit verschwindendem Absolutglied, die Eigenschaft, 
daß die Gleichung (2) = 9, (# 0) allen Wurzeln im Körper hat, so heißt q, bezüglich 
f(x) eine n-Zahl. Er Polynom 4A(g) der Veränderlichen q mit der Eigenschaft, 
daß /[A(g)] =q ist, wenn q eine n-Zahl ist, heißt apiristisches Polynom. Natürlich 
braucht a Körper bezüglich f(x) keine n- Zahl zu haben. Hat er I v > 1 solche 
n-Zahlen 1 so sei ?, eine (nicht ne bestimmte) Wurzel von f(x) = q,; dann ist 


A(g)= = r,{1— (g— q,)}! ein apiristisches Polynom. Genau H Wurzeln von 
a 


BEL 


4()=0 sind die n-Zahlen bezüglich f(x). Weiter zeigt Verf.: Das Polynom 
Pix) = f(A(2))— x ist durch Q(x) = (r— 4)... (x — 9,)" teilbar, und die Ex- 
ponenten #4,...,% erfüllen mit dem Grad k von P(x)/Q(xz) die Gleichung 
k+m+'+Ww=n(N—2). Die n-Zahlen sind genau die Wurzeln des Poly- 
noms AN1(2)—1. Holzer (Graz). 

Heller, Isidor: On generalized polynomials. Rep. math. Colloqu., Indiana, 
II. S. 8, 58—60 (1948). 

Verf. gibt ein Beispiel eines Systems mit drei Operationen an, in dem verall- 
gemeinerte Polynome nicht notwendig Polynome im engeren Sinne sind; und er 
gibt eine Bedingung an, die dafür hinreichend ist, daß die verallgemeinerten Poly- 
nome auch solche im engeren Sinne sind. Für die zugrunde liegenden Begriffs- 
bildungen vgl. K. Menger: Generalized algebra of analysis; Rep. math. Collogqu., 
Indiana, II. S.7, 50 (1946)]. Reinhold Baer (Urbana, Illinois). 


Gruppentheorie: 


Thurston, H. A.: Partly associative operations. J. London math. Soc. 24, 260 
— 271 (1950). 

Eine (v + 1)- stellige er. durch NEE, . %, — heißt ‚regulär‘, 
wenn für jedes i ı mit 0 Zi sw. gilt ee apa 
|heißt „umkehrbar‘‘, wenn es für jedes ;, ee % und jedes FR AL 
ein x, gibt mit wii ..,2%,= x. | heißt „teilweise-assoziativ“, wenn es i, j gibt 
mit Es und (Allay<“. . 2 Er a EDEN ir alle ao 
(z. B. die gew Re Assoziativität |\xo 2ı 23 = || #1 %). Verf. beweist, daß’es 
— falls i ein Teiler von j und j ein Teiler von v ist — stets eine reguläre, umkehrbare 
Operation mit (A) gibt. Lorenzen (Bonn). 

Kiokemeister, Fred: A theory of normality for quasi-groups. Amer. J. Math. 
70, 99—106 (1948). 

‘Unter einer normalen Relation in einer Quasigruppe @ wird eine Äquivalenz- 
relation & verstanden, für welche die Beziehungen aaxb, acabe und caacb 
gleichbedeutend sind. Durch Restklassenbildung nach den normalen Relationen 
erhält man bis auf Isomorphie gerade die sämtlichen homomorphen Bilder von @, 
welche wieder Quasigruppen sind. Mit „Aus a«b folgt aß 5b“ als Teilordnungs- 
beziehung &C ß ist die Menge der normalen Relationen in @ ein modularer Ver- 
band L. Zum Beweis dieses Satzes dienen die SE ei ne Relationen a, ß 
geltenden Gleichungen Klab,uP)= R(b, ß), Ri, AaP)= 
R(a,a) nn R(a,ß). Darin bedeutet R(a, x) die BR von a bei « (d.h. die 
Menge der x mit ax x), « vß die kleinste obere sowie x n ß die größte untere 
Schranke von x und fin Lund AB für A, BC@ die Menge der a b mit acl, 
be B. Eine Unterquasigruppe H von @ heißt Normalteiler von @, wenn es eine 
normale Relation & so gibt, daß H = R(a,«a) für aeH gilt. «& ist dann eindeutig 
durch H bestimmt und wird als eine Normalteilerrelation zu @ bezeichnet. Bedeutet 
HK für zwei Unterquasigruppen H, K von @ die kleinste 4 und K enthaltende 
Quasigruppe, so gelten für zwei ne zu a die Gleichungen 
R(a,& v ß) = R(a,o) v R(a,ß), R(a,« n P) = K(a,«&) n R(a, ß). Daraus folgt: 
Die Normalteilerrelationen zu a bilden einen a Verband der a enthaltenden 
Normalteiler von @ isomorphen Unterverband von L. Bezeichnet man die durch 
‘ Restklassenbildung nach der normalen Relation ß aus einer Untergruppe H ent- 
stehende Quasigruppe mit H/ß, so ist R(a,x u ß) für eine Normalteilerrelation «& 
zu aeine Quasigruppe, und esgilt der Isomorphiesatz R(a,a uß) /P = R(a,o)/x n P. 
Besitzt @ ein idempotentes Element e, so ist jede normale Relation in @ eine m mal- 
teilerrelation zu e. In diesem Falle gilt für zwei normale Relationen x und 5: Wenn 
G= R(e,x) R(e,ß) und R(e,«) n R(e,ß) = {e}, so ist @ direktes Produkt von 
R(e,x) und R(e, ß). @. Pickert (Tübingen). 


Zelinsky, Daniel: On ordered loops. Amer. J. Math %0, 681—697 (1948). 

In einer früheren Untersuchung (dies. Zbl. 32, 390) zeigte Verf., daß eine geord- 
nete nicht-assoziative Gruppe Z (loop) dann und nur dann die Wertgruppe einer 
passenden bewerteten, über ihrem Grundkörper endlichen Algebra ist, wenn eine 
Untergruppe @ des Zentrums von Lin Z endlichen Index besitzt. In der vorliegenden 
Arbeit werden alle Gruppen L dieses ausgezeichneten Typus bestimmt. Nennt man, 
wie üblich, eine Untergruppe M der geordneten Gruppe L ein l-Ideal, wenn jedes 
nicht zu M gehörige positive L-Element größer ist als alle Elemente von M, so ergibt 
sich zunächst auf Grund einfacher topologischer Überlegungen, daß das Zentrum 
von L ein vom Nullideal verschiedenes l-Ideal enthält. Daraus folgt weiter wegen 
der für Z geltenden Endlichkeitsbedingung die Existenz einer aufsteigenden /-Ideal- 
kette (0))= M,CM,C::-CM,„=L, bei der M,/M,_, jeweils eine Untergruppe 
‘ des Zentrums von L/M,_, darstellt @=1,...,n). Nachdem dieser Fundamental- 
satz gewonnen ist, ist die Bestimmung aller gesuchten Gruppen Z im wesentlichen 
eine Sache der Rechnung. Das Endresultat lautet: Eine Gruppe L ist festgelegt 
durch die Vorgabe einer geordneten Abelschen Gruppe @, endlich vieler endlicher 
Abelschen Gruppen A, @=1,...,n) und dreier Faktorensysteme. Dabei können @ 
völlig willkürlich, die A, beinahe völlig willkürlich gewählt werden. Die Elemente der 
beiden ersten Faktorensysteme sind Funktionen gewisser spezieller Variabler, aber 
im übrigen willkürlich; das dritte Faktorsystem hat demgegenüber eine stärker 
spezialisierte Gestalt. — Durch Verknüpfung der gewonnenen Sätze mit den Ergeb- 
nissen der oben zitierten Arbeit erhält man eine umfangreiche Klasse nichtassoziativer 
Algebren. Auf der anderen Seite ist die negative Feststellung hervorzuheben, daß 
jede Bewertung einer über einem algebraischen Zahlkörper endlichen Algebra eine 
Wertgruppe besitzen muß, diezu einer additiven Gruppe aus reellen Zahlen ordnungs- 
isomorph ist. | Krull (Bonn). u 

Bates, Grace E.: Free loops and nets and their generalizations. Amer. J. Math. 
69, 499—550 (1947). 

In dieser wichtigen Arbeit findet die Frage nach der „Freiheit“ in Quasigruppen 
mit neutralem Element ihre erschöpfende Erledigung. Es gilt zunächst der Existenz- 
satz, daß jede Halbquasigruppe frei erzeugende Halbquasigruppe einer im wesent- 
lichen eindeutig bestimmten Quasigruppe ist; hier ist unter einer Halbquasigruppe 
ein System verstanden, indem Addition und Subtraktion zweier Elemente entweder 
unausführbar oder eindeutig ausführbar sind, und das außerdem ein Nullelement 
enthält; und eine von der Halbquasigruppe H erzeugte Quasigruppe Q heißt von H 
frei erzeugt, falls jeder Homomorphismus von H in eine Quasigruppe mit Null 
sich zu einem Homomorphismus von Q in dieselbe Quasigruppe erweitern läßt. 
Wird jede eindeutige Abbildung eines Erzeugendensystems B der Quasigruppe F 
durch einen Homomorphismus von F induziert, so ist B ein freies Erzeugendensvstem 
von F und F eine freie Quasigruppe. Aus dem Existenzsatz folgt die Existenz freier 
Quasigruppen beliebigen Ranges und also auch, daß jede Quasigruppe homorphes 
Bild einer freien Quasigruppe ist. Es gilt weiter, daß jede Quasigruppe endlichen 
oder abzählbar unendlichen Ranges in der freien Quasigruppe vom Range 1 enthalten 
ist. — Weiter gilt der folgende allgemeine Unterquasigruppensatz: Wird die Quasi- 
gruppe @ von ihrer Unterhalbquasigruppe H frei erzeugt, und ist U eine Unterquasi- 
gruppe von @, so ist U die freie Summe von Unterquasigruppen A und B mit fol- 
genden Eigenschaften: (a) A wird von der Halbquasigruppe U H frei erzeugt; ' 
(b) 3 besitzt ein freies Erzeugendensystem C, dessen Elemente von jedem H und U 
in sich überführenden Automorphismus von @ permutiert werden. (Daß Q die freie 
Summe von A und Bist, besagt, daß es zu jedem Homomorphismus o’ von A und 
jedem Homomorphismus 0’ von B einen o’ und 0’ induzierenden Homomorphismus 
der Summe Q= A + B gibt.) Hieraus folgt u. a., daß jede Unterquasigruppe einer 
freien Quasigruppe frei ist. — Sind gewisse Quasigruppen Q(0) gegeben, die paar- 
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- weise Unterquasigruppen (ev. 0) gemein haben, so existiert die freie Summe S dieser 


Q(c) mit vereinigten Unterquasigruppen; und jede Unterquasigruppe U von 8 ist 


die freie Summe einer im wesentlichen eindeutig bestimmten freien Quasigruppe F 


und einer Quasigruppe S’, die genau die freie Summe (mit vereinigten Unterquasi- 
gruppen) der Durchschnitte U N @(o) ist. Hieraus folgt, wie üblich, ein Verfeine- 
rungssatz für Paare von Darstellungen einer Quasigruppe als freie Summe (ohne 
Vereinigungen). — Diese Sätze werden erhalten, indem erst die entsprechende Theorie 
über Gewebe entwickelt wird, wo die Verhältnisse etwas durchsichtiger und anschau- 
licher sind, dann der Zusammenhang zwischen Halbgeweben und Halbquasigruppen, 
Geweben und Quasigruppen hergestellt wird — es sei bemerkt, daß Gewebetheorie 


insofern weiter reicht als Quasigruppentheorie, als der Isomorphie der Gewebe die 


Isotopie (und nicht die Isomorphie) der Quasigruppen entspricht. — In einem An- 
hang wird der Freiheitsbegriff allgemein für Klassen algebraischer Strukturen 
erörtert, und die sehr vollständige Freiheitstheorie für Quasigruppen wird ständig 


mit den minder vollständigen Freiheitstheorien für Gruppen und abelsche Gruppen‘ 


verglichen. Reinhold Baer (Urbana, Ill.). 


Hall jr., Marshall: Coset representations in free groups. Trans. Amer. math.. 


Soc. 67, 421—432 (1949). 

Die vorliegende Arbeit führt die Untersuchung des Verf. und T. Radös (dies. 
Zbl. 31, 339) fort. In der genannten Arbeit werden die Untergruppen U einer freien 
Gruppe F mit Hilfe eines Schreiersystems © von Repräsentanten der Nebenklassen 
U@G von U und gewisser Funktionen @(H) beschrieben; dabei ist für alle Elemente 
H von F der Form H = @S? erklärt (Gin ©, 8 eine Erzeugende von f,e= |), 
und die Werte von x gehören ® an. Die zu einer solchen „Standard-Darstellung‘“ 
U= U[®,o(H)] gehörigen freien Erzeugenden von U sind die voneinander ver- 
schiedenen Elemente G@S[p(G8)1]. Ist eine Standard-Darstellung von U bekannt, 
so läßt sich ein Verfahren angeben, in endlich vielen Schritten zu entscheiden, ob 
ein gegebenes Element von F zu U gehört. — Verf. benutzt nun die Möglichkeit, 
die freie Gruppe F zu ordnen, zur näheren Untersuchung der verschiedenen Standard- 
Darstellungen einer Untergruppe U. Sind 8, die Erzeugenden von F, so setze man 


(1) IS Se S 0 


und ordne dann alle Elemente von F, in Normalform geschrieben, nach 1. ihrer 
Länge und 2. lexikographisch in bezug auf (1). Man erhält eine Wohlordnung von F, 
zu der eine eindeutig bestimmte Standard-Darstellung U = U[®,Y(H)] gehört 
(das Schreiersystem & besteht aus den ersten Elementen aller Nebengruppen). Die 
entsprechenden Erzeugenden von U sind in vieler Beziehung ausgezeichnete Er- 
zeugende; insbesondere sind sie eindeutig bestimmt durch gewisse Minimaleigen- 
schaften in bezug auf eine andere Anordnung der Elemente von F, die „halb-lexiko- 
graphische‘ Anordnung. Diese Charakterisierung führt zu einem Verfahren, diese 
ausgezeichneten Erzeugenden einer durch irgendwelche, nicht notwendig freien, 
Erzeugenden gegebenen Untergruppe Schritt für Schritt zu berechnen. Auf Grund 
der eingangs gemachten Bemerkung läßt sich dann für eine durch beliebige Erzeugende 


. gegebene Untergruppe in endlich vielen Schritten entscheiden, ob ein gegebenes 


Element von F ihr angehört. [Das von Nielsen, Mat. Tidsk. B 1921, 77—94 
angegebene Verfahren ist nur für Untergruppen mit endlich ‚vielen Erzeugenden 
anwendbar.] — Die Methoden werden weiterhin angewendet, um zu gegebenen 
Elementen &,...,%, von F und gegebenen Elementen P,,...,P, von F, von 
denen nur keins der durch die x, erzeugten Untergruppe angehören darf, eine 
Untergruppe von endlichem Index in F zu konstruieren, die alle x„, aber kein ß, 
enthält: eine wesentliche Verschärfung des bekannten Spezialfalls m=0), n=1 
[W. Magnus, Mh. Math. Phys. 47, 307—313 (1939); dies. Zbl. 21, 300; v. Neu- 


mann und Wigner, Ann. Math., Princeton, II. S. 41, 746—750 (1940); dies. Zbl. 
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25,101; K. Iwasawa, Proc. Imp. Acad. Tokyo 19, 272—274 (1943)]. — Die Arbeit 
schließt mit einer Diskussion gewisser Eigenschaften der Standard-Darstellung im 


Falle, daß U Normalteiler ist. — Fast alle Sätze werden nur für eine freie Gruppe 
von endlich vielen Erzeugenden bewiesen, sind aber auf den Fall unendlich vieler 
-Erzeugender übertragbar. Hanna Neumann (Hull). 


LivSie, A. Ch.: Zur Theorie der direkten Zerlegungen von Gruppen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. 8. 64, 289—292 (1949) [Russisch]. 

IR Definition. Let K and Z be, respectively, the commutator-group and centre 
1 of a group @. A subgroup of Z which is homomorphie image of G/K is called an 
- L-subgroup. If it is primary belonging to the prime number p it is called a p-Z-sub- 
group. — Theorem. If every L-subgroup of @ is periodie (i. e. without elements 
of infinite order) and if its primary components satisfy the minimal condition for 
subgroups, then any two direct decompositions of @ possess centrally isomorphic 
" refinements. — This is an extension of a result due to A. G. Kurosch [Izvestija 
r Akad. Nauk SSSR 10, 47—72 (1946)] who proved it for the case where the number 
a of factors in each decomposition is finite. In that case any two direct decompositions 
into two factors possess „canonical refinements‘‘ in the sense of R. Baer (this Zbl. 
34, 299), i. e. decompositions oftheform € =4AxB=0xD=A'xA”x BxB'= 
BR 0L&D-xD/. with. ABI =NBeX.0n EX =D, Sara Ar Re 
C”’xD"=D'’xB"’ = B’xA4'. (There is a disturbing misprint in the first line of 
these equations on p. 289.) The proof combines Kurosch’s and Baer’s work on 

direct decompositions. K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne). 


Piecard, Sophie: Les elasses de substitutions des groupes imprimitifs. (II). €. r. 
Acad. Sci., Paris 229, 739—741 (1949). 

Dans une premiere Note consacree au m&me sujet (ce Zbl. 34, 304) ’A. a defini 
deux classes de substitutions des groupes imprimitifs 0, et C,. Il en definit dans 
cette seconde Note deux autres, O, et O,. Les lettres k, s et q ayant le sens de la 
premiere Note, une substitution queleöonque 5 du groupe imprimitif @ est dite 
‚appartenir ä la classe ©, ou & la classe C,, selon que le nombre ks + g est pair ou 
impair. Pour k pair, la classe (', se confond avec la classe des substitutions paires 
de G et C, avec celle des substitutions impaires; il n’en est plus de m&me si k est 
impair. L’A e6tablit entre autres la proposition suivante: Si les deux substitutions 
Set T de @ font partie de la möme classe, le produit 8 7’ appartient & O,; sipar 
contre S et T appartiennent aux deux classes, S T appartient & (,. S. Bays. | 

Newhouse, Albert: On finite extending groups. Bull. Amer. math. Soc. 54, | 

561-565 (1948). 
A.A. Albert [Non-associative algebras I, Il, Ann. Math., Princeton, II. S. 43, 
685— 723 (1942)] führte den Begriff der Erweiterungsgruppe (‚„extending group‘‘) 
ein; eine solche läßt sich als eine endliche Gruppe ® von n2-Matrizen von der Form 


3 M) KR \ e 5 £ 
d= ( 2 ir) definieren mit Elementen in einem kommutativen Körper $ (n>1). 


Er warf die Frage auf, ob solche ®& existieren, die sich mit keiner Matrix in N, 
in eine Permutationsgruppe transformieren lassen. (Man nenne & eine Permutations- 
gruppe, wenn alle @ in jeder Zeile eine 1 und sonst lauter 0 enthalten.) Verf. beant- 
wortet die Frage für n > 2 bejahend mit expliziten Beispielen, für n — 2 gibt er 
alle 5 an, für die die Antwort bejahend lautet. Und zwar sind diese $ die von der 
Charakteristik 0 mit mehr als zwei Einheitswurzeln und die von einer Charakteristik 
>2. Im Beweis werden mehrere Fälle nach den verschiedenen Werten von n und 
der Körpercharakteristik unterschieden; bezüglich der Einzelheiten muß auf die 
Arbeit hingewiesen werden. Redei (Szeged). 

Groot, J. de: Exemple d’un groupe avee deux gen6rateurs, contenant un sous- 
groupe commutatif sans un systeme fini de gen6rateurs. Nieuw Arch. Wiskunde, 
II. 8. 23, 128—130 (1950). 


15 


Verf. Behendeh as von „Het Wiskundig Genootschap“ gestellte Problem: 


„Kann eine aus endlich vielen Elementen erzeugte Gruppe eine kommutative Unter- 


gruppe enthalten, die nicht aus endlich vielen Elementen erzeugbar ist “ Für eine 


' kommutative Gruppe ist die Frage offenbar verneinend zu beantworten. Für nicht- 


kommutative Gruppen dagegen fällt die Antwort bejahend aus, wie Verf. an dem 


Beispiel einer aus zwei Elementen a, b mit der einzigen nichttrivialen Relation 


aba!=b? zeigt. Läßt man a alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, so ist 


die von allen a* b a”* erzeugte Untergruppe eine solche von den geforderten Eigen- 
schaften. [Das genannte Problem ist übrigens nach den Sätzen von Schreier sehr 
einfach lösbar: Es sei n > 1 und F die aus n freien Elementen erzeugte. Gruppe. 
Man setze in F die zweite Kommutatorgruppe gleich 1 und nenne die so entstehende 
Gruppe @. Die Kommutatorgruppe (G,@) von @ ist als dann abelsch und nur aus 
abzählbar unendlich vielen Elementen erzeugbar. Ref.] Grün (Berlin). 


Frucht, Robert: On the construction of partially ordered systems with a given 
group of automorphisms. Amer. J. Math. 72, 195—199 (1950). 

Es sei @ eine endliche Gruppe mit g Elementen, die durch r ihrer Elemente 
erzeugt ist. Verf. beweist, daß es eine teilweise geordnete Menge mit (n + 2)g 
Elerhenten gibt, deren Automorphismengruppe der gegebenen Gruppe isomorph ist. 
Ist n > 2, so sind schon weniger als (n + 2)g Elemente zur Konstruktion der Menge 
hinreichend. Dies ist eine Verschärfung eines Satzes von G. Birkhoff [Rev. Un. 
Mat. Argentina 11, 155—157 (1946)] im endlichen Falle. ZL.Fuehs (Budapest). 

Szep, J.: On finite groups which are necessarily commutative. Comment. math. 
Helvetici 20, 223—224 (1947). 

Verf. beweist: 1. Jede Gruppe von der Ordnung ?; ° Pa ist kommutativ, wenn 


P1: Pa, - - . verschiedene Primzahlen sind und p, #1 ( Nez aNnoeede 
“auflösbare Gruppe @ von der Ordnung m = pfı- - - po Rn kommutahiv. wenn ihre 
Sylowgruppen kommutativ sind, für2—=1,...,n &,< y,ist, wobei y, die kleinste 


natürliche Zahl ist, für die pf# =1 (p,) für irgendein k=1,..,r ist. Grün. 

Redei, L.: Das „schiefe Produkt‘ in der Gruppentheorie mit Anwendung auf die 
endlichen niehtkommutativen Gruppen mit lauter kommutativen echten Unter- 
gruppen und die Ordnungszahlen, zu denen nur kommutative Gruppen gehören. 
Comment. math. Helvetici 20, 225—262 (1947). 

Verf. gibt ein sehr einfaches, aber weittragendes Prinzip an, um aus einer 
gegebenen Gruppe @ und einem gegebenen Ring R weitere Gruppen zu konstruieren. 
Eine so aus @ und R konstruierte Gruppe nennt Verf. ein schiefes Produkt von @ 
und R. Drei Typen von schiefen Produkten werden angegeben: 1. Das schiefe 


"Produkt @- R. @ sei eine Gruppe, R ein Ring mit Einselement, x —x sei eine 


homomorphe Abbildung von G in R, x€@, a R. Die Menge aller (x,a), x€@, 
ae R, bildet nach der Produktregel ( &,a)(ß,b) = (xß,a+x&b) eine Gruppe, die 
mit G: R bezeichnet wird. 2. Das schiefe B& ad a ) R. @ und R wie oben, aber es 
existiert nicht notwendig ein Einselement in R. x— x" sei eine additive homomorphe 
Abbildung von @ in R mit der weiteren Eigenschaft a’ "= 0. Die Menge aller 
(x,a), x€G, ae R, bildet eine mit @(+) R bezeichnete Gruppe nach dem Multi- 


"plikationsgesetz: (x,a)(ß,b)=(aß,a+b+ta’b). 3. Das schiefe Produkt 


@ > R. G@ und R wie oben, R habe nicht notwendig ein Einselement. x’, &’’ seien 


zwei additive homomorphe Abbildungen von Gin R. Die Menge aller (a,a) x€@, 


"aeR bildet nach dem Multiplikationsgesetz (x, a) (ß,b) = (aß,a+b+« pP") 


eine mit 6(‘) R bezeichnete Gruppe. Verf. wendet diese schiefen Produkte an, 


um alle endlichen, nichtkommutativen Gruppen G,, deren echte Untergruppen 


De SA 


sämtlich abelsch sind, zu bestimmen. Satz 4. liefert jede derartige Gruppe genau 
einmal. Satz 7 gibt sogar sämtliche @, als abstrakte Gruppen, durch Relationen 
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definiert. Das in Frage stehende Problem wird also vollständig gelöst. Weiter kann 
Verf. einen Satz von Sze6p (siehe das vorsteh. Referat) verschärfen: Wenn für eine 
Gruppe @ von der Ordnung n jedes ®(d), din, zu n prim ist und alle Sylowgruppen 
von G kommutativ sind, so ist @ selbst kommutativ. Enthält n höchstens zweifache 


Primfaktoren, so folgt die Kommutativität von @ schon aus der einzigen Bedingung 
(®(n),n)—=1. Dabei ist © (n) = II (pi — 1) »;' die Zerlegung von n | 


in Primzahlpotenzfaktoren. Schließlich charakterisiert Verf. diejenigen natürlichen 
Zahlen n, die nur Ordnung von kommutativen Gruppen sind : Alle natürlichen Zahlen n, 


für die es nur kommutative Gruppen der Ordnung n gibt, sind diejenigen, die höch- | 


stens zweifache Primfaktoren enthalten und zu o(n) prim sind. Grün (Berlin). 
Redei, L.: Vereinfachter Beweis des Satzes von Minkowski-Hajös. Acta Univ. 

Szeged., Acta Sci. math. 13, 21—35 (1949). 
Färy, Istvän: Die Äquivalente des Minkowski-Hajösschen Satzes in der Theorie 
| der topologischen Gruppen. Comment. math. Helvetici 23, 283—287 (1949). 


] Fall von p-Gruppen. Mh. Math., Wien 53, 221—226 (1949). 


| math. Helvetici. 23, 272—282 (1949). 
| Szele, T.: Neuer vereinfachter Beweis des gruppentheoretischen Satzes von Hajös. 
A Publ. math., Debrecen 1, 56—62 (1949). 

Redei und seine Schule bemühen sich z. Z. energisch, den Hajösschen Beweis 
einer Vermutung von Minkowski zu vereinfachen. In (1) [die Nummern bezeichnen 


Redei, L.: Die Reduktion des gruppentheoretischen Satzes von Hajös auf den | 


Redei, L.: Kurzer Beweis des gruppentheoretischen Satzes von Hajös. Comment. 


die Arbeiten in der obigen Reihenfolge] befaßt sich Redei nicht mit dem Beweis, 
sondern er zeigt die Äquivalenz von 4 Gestalten des Satzes: 1. Bezeichne R, (n >1) ! 


den Modul aller reellen Vektoren (x) mit der gewöhnlichen Addition. Wenn für einen. 
Untermodul U von R, in jeder Restklasse von R,/U genau ein Element (x) mit 
0<a,<1l(li=1,2,...,n)liegt, so liegt mindestens ein Element (0,..., 0,1, 0, ...,0) 
in U. — 2. (Grenzfall des Minkowskischen Linearformensatzes.) Es seien Z,(x) 


(=1,...,n) reelle homogene Linearformen mit der Determinante +1. Wenn 
das System der Ungleichungen L,(x) <1 keine nicht triviale ganzzahlige Lösung | 
hat, so ist mindestens ein Z,(x) ganzzahlig. — 3. In einer gitterförmigen lückenlosen | 


Erfüllung des Raumes mit kongruenten Würfeln haben mindestens zwei benach- 


barte Würfel eine ganze Seitenfläche gemein. — 4. Hajösscher Satz: Lassen sich die 
Elemente einer endlichen abelschen Gruppe eindeutig in der Form /Ta,“ mit | 


.0<oa,<e, darstellen, so ist «= 1 für mindestens ein i. — Verf. zeigt jeweils 


in Zusätzen, daß man durch geeignete Wahl der Koordinaten bzw. der Elemente: 
auf übersichtliche Normalformen kommt. — Fary (2) fügt diesen die weitere 
Formulierung hinzu: Wenn eine topologische kommutative Gruppe eine direkte ' 
Summe von n Gruppenintervallen ist, so gibt es unter diesen eine Gruppe. — In | 


Anbetracht der Wichtigkeit des Hajösschen Satzes bemühen sich Redei und 
seine Mitarbeiter um eine Vereinfachung des Hajösschen Originalbeweises. In (3) 
beweist Redei den Satz in seiner Allgemeinheit unter der Voraussetzung, daß er 
für 9-Gruppen gilt. In (4) beweist Redei den Satz durch Abschätzungen der 
Teileranzahlen gewisser Elemente der zugehörigen Gruppenalgebra. Indem Szele 
in (5) die Abschätzung durch eine Teilbarkeitsaussage ersetzt, gelingt ihm eine 
abermalige Verkürzung des Beweises. Ott-Heinrich Keller (Dresden). 

Fuchs, Ladislaus: On the extension of the partial order of groups. Amer. J. 
Math. 72, 191—194 (1950). 


Eine additiv geschriebene abelsche Gruppe @ heißt teilweise geordnet, wenn | 


zwischen gewissen Paaren ihrer Elemente eine Beziehung > mit folgenden Eigen- 
schaften erklärt ist: 1. Je zwei der Beziehungen a>b,a—=b,a< b schließen sich 
aus; 2.aus a>b, b>c folgt a>c; 3.aus a>b, ce folet a +c>b-+e. 
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Eine teilweise Ordnung heißt normal, wenn @ zusätzlich der Bedingung genügt: 
Aus na=qa+''':+4>0 (n beliebig positiv ganz) folgt a> 0. Ist @ von der 


Beschaffenheit, daß beliebige Paare a, bE@ vergleichbar sind, so heißt @ linear 


geordnet. — Mit Hilfe des Lemmas — ist P eine normale teilweise Ordnung der 
Gruppe @ und sind &, y irgend zwei in P nicht vergleichbare Elemente, so gibt es 
eine Erweiterung R von P, in der 2>y gilt — und mit Hilfe des Zornschen 
Lemmas erhält Verf. die Resultate: 1. Für jede normale teilweise Ordnung P in @ 
und für irgend zwei in P nicht vergleichbare Elemente x, y€@gibt es eine lineare 
Erweiterung mit > y. — Ist {P,Pa..., P,...} eine Menge von teilweisen 
Ordnungen in ein und derselben Gruppe @, so erhält man eine teilweise Ordnung P 
in @ durch die Festsetzung: a > b in Pdann und nur dann, wenn a > b inallen P.. 
Diese Ordnung P wird das Produkt der P, genannt. Es gilt: 2. Eine teilweise Ord- 
nung P in @ ist genau dann das Produkt linearer Ordnungen, wenn P normal ist. 
Hieraus folgt sofort das von F. Levi herrührende Resultat: Eine abelsche Gruppe 
kann linear geordnet werden, wenn ihre Elemente (außer der Null) von unendlicher 
Ordnung sind. Reichel (Tübingen). 

Everett, €. J.: Note on a result of L. Fuchs on ordered groups. Amer. J. Math. 

12, 216 (1950). 

=" Für den von L. Fuchs (siehe vorsteh. Referat) bewiesenen Satz, daß eine teil- 
weise Ordnung in einer abelschen Gruppe @, deren sämtliche Elemente (außer der 
Null) von unendlicher Ordnung sind, zu einer linearen Ordnung erweitert werden 
kann wird ein weiterer Beweis gegeben. Dieser benutzt die Tatsache, daß eine 
teilweise Ordnung von @ durch die Menge derjenigen a€@, für welche «>0 gilt, 
vollständig bestimmt ist. Reichel (Tübingen). 

Szele, T.: Die Abelschen Gruppen ohne eigentliche Endomorphismen. Acta 
Univ. Szeged., Acta Sei. math. 13, 54—56 (1949). 

Dann und nur dann ist jeder nicht-triviale Endomorphismus der abelschen 
Gruppe A ein Automorphismus, wenn A entweder zyklisch von Primzahlordnung 
oder vom Typus der additiven Gruppe der rationalen Zahlen ist. Reinhold Baer. 

Szelpäl, I.: Die Abelschen Gruppen ohne eigentliche Homomorphismen. Acta 
Univ. Szeged., Acta Sci. math. 13, 51—53 (1949). 

Dann und nur dann ist jeder nicht-triviale Homomorphismus der abelschen 
Gruppe A ein Isomorphismus, wenn A entweder zyklisch von Primzahl-Ordnung » 
oder vom Typus 9% (im Sinne von Prüfer) ist. Reinhold Baer (Urbana, 111.) 


Verbände. Ringe. Körper: 


Sikorski, Roman: On the representation of Boolean algebras as fields of sets. 
Fundam. Math., Warszawa 35, 247—258 (1948). 
Ein Boolescher Verband A heißt m-vollständig (kurz B-m-Verband), wenn aus 
@;er,; i€ Ifolgt U a, für jede Indizesmenge / mit einer Mächtigkeit <m. Istm = N, 
ieI 


so heißt A ein B-o-Verband. Jeder B-Verband ist bekanntlich bezüglich der end- 
lichen Operationen isomorph zu einem B-Mengenverband. Diese Isomorphie gilt 
aber nicht immer für m-Operationen mit m >N;,: Wie Wecken und Cara- 


“ th&eodory für Maßverbände und Loomis (dies. Zbl. 33, 11) für beliebige B-o-Ver- 


- bände gezeigt haben, ist jeder abstrakter B-o-Verband isomorph auch bezüglich der 


o-Operationen zum Quotienten eines B-o-Mengenverbandes und eines o-Ideals dieses 
Verbandes. Verf. gibt einen Beweis dieses Satzes von Loomis, den er unabhängig 
von ihm im Mai 1947 auf dem Polnischen Mathematiker-Kongreß in Krakau mit- 
geteilt hat. Außerdem untersucht er allgemein die Frage, wann ein B-m-Verband 
bezüglich der m-Operationen isomorph zum Quotienten eines B-m-Mengenverbandes 
und eines m-Ideals ist. Er beweist verschiedene Kriterien dafür und zeigt an einem 
Beispiel, daß ein solcher Satz für m > 28° nicht immer gilt. D. A. Kappos. 


Zentralblatt für Mathematik. 35. 2 


MeKinsey, J. €. €.: On the representation of projeetive algebras. Amer. J.' 
Math. 70, 375—384 (1948). 

Jeder atomare projektive Boolesche Vollverband ® ist zu dem Booleschen 
Vollverband aller Teilmengen von [X; Y] isomorph, wobei [X; Y] die Gesamtheit 
aller Paare [x; y] mit ze X, ye Y und X bzw. Y eine Menge bedeutet (s. Everett 
and Ulam, „Projektive algebra I“, Amer. J. Math. 68, 77—88 (1946)]. Verf. zeigt, 
daß jeder beliebige projektive Boolesche Verband zu einem projektiven Booleschen 
Unterverband eines atomaren projektiven Booleschen Vollverbandes isomorph ist. 
Er benutzt dabei Methoden und Resultate der bekannten Stoneschen Darstellungs- 
theorie der Verbände [Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 40, 37—111 (1936); dies. 
Zbl. 14, 340]. .D. A. Kappos (Erlangen). 

Smiley, Maleolm F.: Application of a radical of Brown and MeCoy to non-asso- 
eiative rings. Amer. J. Math. 72, 93—100 (1950). 

Verf. zeigt, daß sich die von Brown und McCoy (dies. Zbl. 34, 20) entwickelte 
Theorie des Radikals eines beliebigen assoziativen Ringes ohne wesentliche Änderung _ 
auf nichtassoziative Ringe übertragen läßt. Für nichtassoziative Algebren endlichen 
Ranges über einem Körper, die ein Einheitselement besitzen, und für hyperkomplexe 
alternative Ringe fällt das hier definierte Radikal mit den von Albert [Bull. Amer. 
math. Soc. 48, 891--897 (1942)] bzw. von Zorn [Ann. Math., Princeton, II. S. 42, 
676—686 (1941); dies. Zbl. 25, 302] definierten zusammen. @. Köthe (Mainz). 

Raffin, Raymond: Algebres symetriques & division d’ordre quatre. C.r. Acad. 
Sci., Paris 228, 1788—1790 (1949). 

Verf. betrachtet nichtassoziative reelle Algebren vierten Ranges und zweiten 
Grades mit der Eigenschaft, daß jedes Element ein einziges Rechtsinverses und ein 
damit gleiches einziges Linksinverses besitzt. Es wird bewiesen, daß jede solche 
Algebra einer Algebra mit den Basiselementen e (Einselement), 2, 7, 25 —= k äquivalent 
ist, die die Eigenschaft besitzt, daß Q= x’ @x = 0 ein imaginäres Ellipsoid dar- 
stellt; hier bezeichnet x eine vierreihige Spaltenmatrix, x’ ihre Transponierte und @ 
eine symmetrische quadratische vierreihige Matrix, deren Elemente von den in der 
Multiplikationstafel der Basiselemente auftretenden Zahlen abhängen. Es gilt auch 
die Umkehrung dieses Satzes. L. Fuchs (Budapest). 

MeCoy, Neal H.: Prime ideals in general rings. Amer. J. Math. 71, 823—833 
(1949). 

Verf. nennt eine Untermenge S des beliebigen, i. a. nichtkommutativen Ringes R 
ein m-System, wenn zu a, b aus S stets ein aus R existiert, derart daßa-x-beS. 
Man sieht mühelos, daß ein zweiseitiges R-Ideal p dann und nur dann Primideal ist, 
daß also’ dann und nur dann aus aCp,b Ep stets a-b Ep folgt, wenn die Rest- 
menge R— p ein m-System darstellt. Versteht man weiter unter dem Radikal rt 
eines beliebigen zweiseitigen Ideals a die Menge aller der a, die die Eigenschaft be- 
sitzen, daß jedes a enthaltende m-System S mindestens ein Element aus a enthält, 
so erweist sich r selbst als zweiseitiges Ideal, und zwar wird r im kommutativen 
Spezialfall gleich dem Radikal im üblichen Sinne des Wortes, d.h. gleich der Menge 
aller der a, bei denen a’ € a für hinreichend großes r. Darüber hinaus kann mit ähn- 
lichen Überlegungen wie im Kommutativen der Hauptsatz bewiesen werden, daß 
das Radikal von a stets gleich dem Durchschnitt der minimalen Primoberideale 
von a ist. — Der Schlußparagraph der Note beschäftigt sich mit primen Ringen, 
d.h. mit Ringen, deren Nullideal ein Primideal ist. Hervorgehoben sei der Satz, 
daß ein Primring, der minimale Rechtsideale enthält, stets einen primitiven Ring 
im Sinne Jacobsons darstellt. Krull (Bonn). 

Hochschild, G.: Lie algebras and differentiations in rings of power series. Amer. 
J. Math. 72, 58—80 (1950). 

Der Cartansche Differentialkalkül wird benutzt, um die Elemente einer gegebe- 
nen Lieschen Algebra durch Differentiationen in einem Ring von Potenzreihen dar- 
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- zustellen. Die Differentiationen D im Rirg der formalen Potenzreihen 


 K(%,...,%,) über dem Körper K von der Charakteristik 0 werden eingeführt 


als lineare Abbildungen von K<x,...,2,» in sich. Die Differentiationen D 


- bilden einen Modul vom Rang n über K er %1...,%,2, dessen Basiselemente 


die partiellen Differentiationen D, (=1,...,n) im gewöhnlichen Sinne sind. 
Ist Z eine auflösbare Liesche Algebra über einem Körper F von der Charakteristik 0, 


dann gibt es eine endliche algebraische Erweiterung K von F mit einer Lieschen 


Algebra Z von Differentiationen in K(%,:..,%,), die zu Z isomorph. ist. 
Dabei ist die Anzahl n der benötigten Variablen x, die Dimension von Z über F. — 
Ist A eine beliebige, nicht auflösbare Liesche Algebra über dem Körper F von der 
Charakteristik 0, so ist A zunächst aufzuspalten in zwei direkte Summanden T 
und 7. Dabei bedeutet 7 das Nullideal oder eine halbeinfache Liesche Algebra, 
und H ist isomorph zu einer Lieschen Algebra von Differentiationen in 
K<%,...,%,). K ist wieder eine endliche algebraische Erweiterung von F, und n 
ist in diesem Fall die Dimension des maximal auflösbaren Ideals von 4. Wever. 

Harish-Chandra: On representations of Lie algebras. Ann. Math., Princeton, 
II. S. 50, 900—915 (1949). 

‚Es sei U die freie assoziative Algebra aus n TS %y - . ., %, über einem 
Körper K und Z eine Liesche Algebra über X mit den Basiselementen X,,..., X 
ferner sei w die lineare Abbildung von Z in WU. Setzt man in W: 
wobei in U [2,4] = 2 y— yx bedeutet und in Z durch eckige Klammern die 
Ringmultiplikation gekennzeichnet ist, so wird durch alle w ein Ideal U in X erzeugt. 
Bei einer Darstellung von Z in X wird U auf Null abgebildet. Deswegen heiße 
U* — WU die „allgemeine Z einhüllende Algebra“. — Das Hauptergebnis der 
Arbeit besagt, daß die Algebra A* irgendeiner Lieschen Algebra Z über einem 
Körper der Charakteristik 0 „hinreichend viele“ Darstellungen hat, das heißt zu 
einem beliebigen Element z aus W* gibt es eine Darstellung x mit (2) #0. Die 
Liesche Algebra Z hat unendlich viele inäquivalente irreduzible Darstellungen. 
Wenn Z halbeinfach ist, gibt es nur eine endliche Anzahl von irreduziblen Darstel- 
lungen, deren Grad kleiner ist als eine vorgegebene ganze Zahl. Es gibt irreduzible 
Darstellungen von beliebig hohem Grad. Wever (Mainz). 

Lesieur, Leonce: Sur les domaines d’integrit& integralement fermes. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 229, 691—693 (1949). 

Es wird ein einfacher und elementarer, nur die Definition der Ganz-Abgeschlos- 
senheit selbst benützender Beweis des Satzes gegeben, daß J [x] im Quotientenkörper 
K (x) ganz abgeschlossen sein muß, falls der Integritätsbereich J in seinem Quotienten- 


n) 


. körper K ganz abgeschlossen ist. — Dem Ref. war nur ein, anscheinend nirgends 


veröffentlichter, bewertungstheoretischer Beweis geläufig: Man betrachte einerseits 
die Bewertungen von K (x), die den irreduziblen Polynomen aus K [x] entsprechen. 
Andererseits bilde man zu jeder allgemeinen arithmetischen Bewertung B von K 
diejenige Bewertung von K (x), die durch die Festsetzung 
w en en) — min (w(a,)) — min ((w(b,)) 
charakterisiert ist. Dann ist mühelos zu sehen, daß stets J[x] gleichzeitig mit J 
als Durchschnitt von Bewertungsringen darstellbar und somit ganz abge ‚schlossen ist. 
Krull (Bonn). 

Uzkov, A. I.: Über Quotientenringe kommutativer Ringe. Mat. Sbornik, n. 8. 
22, 439—441 (1948) [Russisch]. 

Verf. überträgt die von E. Noether für die Theorie der kommutativen Ringe 


“ und Unterringe eingeführte Terminologie und gibt neue Beiträge zu den Ketten- 
sätzen. Brandt (Halle). 
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Hua, Loo-Keng: Some properties of a sfield. Proc. nat. Acad. Sci. USA 35, . 


533—537 (1949). 

H.Cartan a montre [Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 64, 59—77 (1947)] 
que si K est un corps non commutatif de rang fini sur son centre (, tout SOUS-COrpS 
H de K tel que CC H, qui est invariant par tous les automorphismes interieurs 
de K, est necessairement egal a C ou ä&K. Dans un article recent, R. Brauer [Bull. 
Amer. math. Soc. 55, 619—-620 (1949)] a prouv& que ce theoreme est valable sans 
aucune hypothöse de finitude sur K. L’A. a obtenu independamment le r&sultat 
de R. Brauer, par une d&monstration essentiellement identique; il en tire diverses 
consöquences sur les commutateurs du groupe multiplicatif de X. Enfin, il complete 
un resultat du rapporteur [Bull. Soc. Math. France 71, 27—45 (1943); ce Zbl. 28, 339] 
sur la simplicite des groupes projectifs unimodulaires PSZ,(K); le rapporteur 
avait dej& indique ce resultät compl&mentaire [Bull. Soc. Math. France 74, 59—68 
(1946)], mais il subsistait dans la d@monstration une lacune, qui est comblee ici. 

J. Dieudonn€ (Nancy). 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 


e Hasse, Helmut: Zahlentheorie. Berlin: Akademie-Verlag 1949. XII + 468 8. 
47.— DM. | 

Most authors of books on Algebraice Numbers have hitherto developed exclusively 
the ideal theoretic methods of Dedekind in preference to the Kronecker theory 
of Divisors. This latter theory, furthered by the researches of Steinitz in general 
theory of fields, and the valuation theory of Ostrowskiand Kürschäk,has been 
responsible, in recent times, for important discoveries in the theory of quadratie 
forms, classfields and algebras. Furthermore this valuation theory has put in 
evidence the intimate relationship between the local properties of algebraie struc- 
tures and their properties in the large. Already the work of F.K.Schmidt and 
others showed that analogues of the theory of classfields and of reciprocity laws 
exist for algebraie function fields (a. f.f.) of one variable provided the coefficient 
field is restricted to be a finite field. The need therefore arises for a unified theory 
of the arithmetics of algebraie number and function fields from the standpoint of 
the theory of valuation. The book of Hasse’s under review is an outstanding contri- 
bution in this direction. Itis divided into three parts: 1) The fundamentals of 
arithmetic in the rational number field, 2) The theory of fields with valuations, 
3) The fundamentals of arithmetie in algebraic number fields. The book gives a 
comprehensive treatment of the fundamentals of arithmetie of number fields — 
including especially the quadratic and eyelotomic fields which are simplest examples 
of classfields — and arithmetie of a.f.f.of one variable over a perfect field of 
constants including a complete proof of the Riemann-Roch theorem. The author 
mentions — both in the preface and in several parts of the body of the book — that 
he intends to continue this book with a companion volume containing the deeper 
parts of the arithmetic of number and function fields related to the theory of class- 
fields and of reciprocity laws. — Part one is a survey of arithmetic in the rational 
number field. It includes the theory of factorization, congruences, structure of 
residue-class-groups and the quadratic law of reciprocity. The law of reciprocity, 
together with its two complements, is proved and its relation to the product 
formula for the Hilbert symbol is shown. The reader at once realises that the intro- 
duction of the notion of infinite prime-spot, a notion made precise in part three, 
gives the theory a harmony which it otherwise lacks. The concluding sections deal 
with analogous considerations for rational function fields of one variable over a 
finite field. — Part two is devoted to a study of fields with valuations. Of non- 
archimedian valuations the author treats only the diserete ones as they are 
those of importance for Number Theory. The opening sections of this part contain 
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the well known results on the possible valuations of the rational number and function 


fields of one variable over finite fields. The important concepts,e.g. the completions 
of fields, prime divisors and ideals associated with a discrete valuation (discrete 
means discrete non-archimedian), are discussed. For developing arithmetie in local 
fields, that is fields complete under a valuation, it is essential as a first step to obtain 
a classification of these complete fields with regard to the characteristics of the 
given complete field K and the associated residue-class-field k. The case when K and k 
have the same characteristic is simpler and it is shown that there is only one type 
of such complete fields, namely the field of formal power series over a perfect field. 
When K and k have unequal characteristics the classification is achieved by having 
recourse to the calculus of vectors introduced by Wittandthe well known Hensel’s 
lemma. The results of these considerations are tabulated. The next few sections 
develop the fundamental concepts regarding the extension of valuations @ of a field x 
by a simple algebraic or transcendental extension of x. If the field is complete 
under a discrete valuation @ thenfor a simple algebraic extension x of x the valuation 
p of zis uniquely (up to equivalence) extended into a valuation p of xand x is com- 
plete under 9. Among the mass of results of these sections is to be found Eisen- 
stein’s well known criterion for irredueibility of polynomials. The arithmetie in 
local fields is discussed with a view to using them in classfield theory. There is an 
interesting section on the units in case the residue-class-field is of characteristie p. 
The structure of the group ofthese unitsand itsrelation tothe domains of convergence 
of the exponential and logarithmie functions in a discretely valuated field is 
discussed. Finally the extensions of valuations of non-complete fields are discussed. 
— Part three, which is by far the largest in the book, seeks to extend to the large, 
the local investigations of part two. In order to give an axiomatic characterization 
of algebraie number fields and a.f.f. of one variable over a finite field the author 
shows that any finite algebraic extension of a field x possessing the following proper- 
ties I) to V) also possesses the same five properties. They are I) the complete 
system of inequivalent valuations of x consists of a finite number of archimedian 
and countably infinite discrete non-archimedian valuations, II) any element « = 0 
of x has non zero value for only a finite number of inequivalent valuations, III) any 


finite set 9,,...,9, of inequivalent valuations of x satisfies the approximation 
theorem, namely that if a,,...,a, are elements a,€x%,, (%,, the completion of x 
at o,) and ö,,..., ö, arbitrary real positive numbers, there exists an element a # 0 


of x such that [a — al, <d, @=1,...,8), IV) the product formula 77 ja» = 1, 
o 


a =+0€x, holds for a complete system ofinequivalent valuations @ of x, V) for every 


discrete valuation of x the associated residue-class-field is finite. Furthermore a 

sort of a converse of this theorem shows that the algebraic number fields and a. f. f. 

of one variable over a finite field are uniquely characterised by the discreteness 

in property (I) and by (II), (V). With these preliminaries the author develops the 

familiar theory of divisibility, congruences, ete. by first mapping the non-zero 

elements of x into the multiplicative group of divisors by letting «@— ]I y"*» 
v 


where a, is the ordinal of a at p and then imbedding the group of divisors of x into 
the group of divisors of any finite algebraic extension x of x. This achieved the 
road is open for developing the important theorems of Dedekind.on the divisors 
of the Disceriminant (Different) of a field x. The beautiful product formulae show 
the relation between the local diseriminant (different) and the discriminant (different) 
in the large. Analogous considerations in function-fields lead to the fundamental 
notions like ‚differential“, ‚„differential class“ and ‚„genus“ and finally to the 
formulation and proof of the celebrated Riemann-Roch theorem relating to the 
dimensions of a divisor class and of its complementary class. It is to be noted that 


the theory of function fields is developed over an arbitrary perfect field of constants. 
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The last few sections are devoted to quadratic fields, eyelotomic fields, units, class 
number and approximations. The sections on quadratie fields and class number 
are very instructive as the author takes special care to prove theorems which 
‚generalise to any relative eyclic extension field; as for instance I) the theorem on 
norms which asserts that any rational number which is a norm locally everywhere 
is actually a norm of a number in the quadratic field, II) Hilbert’s theorem 0 
(Zahlbericht p. 149), IIT) the theory of genera. The splitting laws in quadratic and 
eyelotomie fields are shown to demonstrate the important facts that they are class 
fields. The sections on units and class number contain many numerical computations 
concerning the fundamental unit and class number of quadratic fields. The final 
sections deal with certain number-geometrie results of Minkowski necessary for 
finding a lower bound of the disceriminant and, in ‚particular, for the 
proof of the fundamental theorem that any finite algekraic extension of the rationals 
cannot be unramified everywhere. That this is no longer true when the ground field 
: is an arbitrary algebraic number field instead of the field of rationals is pointed 
out. — One of the chief features of the book is the unity of method. The valuation 
theory introduced in part two is consistently used in later sections. All through the 
book the reader will find an abundance of detail and wherever possible theory is illu- 
strated byexamples. Meticulous care isexcercised in method of presentation and choice 
of proof so that the reader can follow the arguments and see the motivation behind 
the topies discussed. Moreover the treatment, side by side, of the theories of number 
and function fields brings out the analogy in their arithmeties. K.@. Ramanathan. 

Kiselev, A. A.: Ein Ausdruck für die Anzahl der Idealklassen reeller quadra- 
tischer Körper dureh Bernoullische Zahlen. Doklady Akad. Nauk SSSR;, n. S. 61, 
777—179 (1948) [Russisch]. 

Verf. beweist für reelle quadratische Zahlkörper mit der Diskriminante d und 
eine in d aufgehende ungerade Primzahl p als Modul eine Kongruenz für die Klassen- 
zahl h, in welche die Fundamentaleinheit und Summen von Bernoullischen Poly- 
nomen mit Legrendeschen bzw. verallgemeinerten Legrendreschen Symbolen als 
Argumente eingehen. Brandt (Halle). 


Zahlentheorie: 


Shannon, €. E.: A symmetrieal notation for numbers. Amer. math. Monthly 
57, 90-93 (1950). 

e Vinogradov, I. M.: Grundzüge der Zahlentheorie. 5. umgearb. Aufl. Moskau- 
Leningrad: Staatsverlag f. techn.-theoret. Literatur 1949. 180 S. R. 5,80 [Russisch]. 

eo Nagell, Trygve: Elementare Zahlentheorie. (Almquist & Wiksells Akade- 
Re Handböcker.) Uppsala: Hugo Gebers Förlag 1950. 271 S.; 21.— kr. [Schwe- 

isch ]. 

Wiedergabe von Vorlesungen über elementare Zahlentheorie, die Verf. seit 1931 
an der Universität Uppsala gehalten hat. Wie das Buch von Hardy-Wright, 
benutzt auch das vorliegende nirgends den Gruppenbegriff. Mit besonderer Sorgfalt 
werden diophantische Gleichungen behandelt. Das Kapitel über diophantische 
Gleichungen höheren Grades führt bis zu Untersuchungen über rationale Punkte 
auf Kurven y?= x? — a x—b vom Geschlecht 1. — Kapiteleinteilung: I. Teilbarkeits- 
eigenschaften. Il. Über Primzahlverteilung. III. Kongruenztheorie. IV. Theorie 
der quadratischen Reste. V. Arithmetische Eigenschaften der Einheitswurzeln. 
VI. Diophantische Gleichungen zweiten Grades. VII. Diophantische Gleichungen 
höheren Grades. — Die Darstellung ist flüssig und das Buch daher außer- 
ordentlich leicht lesbar. Jedem Kapitel ist eine große Anzahl von Übungsaufgaben 
beigegeben. Am Schluß des Buches befinden sich eine Tabelle über die kleinsten 
positiven Primitivwurzeln für die ersten 150 ungeraden Primzahlen und eine Tabelle 
der Fundamentallösungen von ®— Df? = +1 für D< 103. H. L. Schmid. 
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Moessner, Alfred: On equal sums of powers. Math. Student, Madras 15, 83—88 
(1947). 


| & 

| Eine große Zahl von simultanen Identitäten von der Form = ae EB 

l i= 1 
oder sogar n—=1,2,..., 10 usw.), wobei die A,, B, ganze Zahlen oder ganzzahlige‘ 


Polynome von höchstens vier Parametern sind; in allen Beispielen tt 53<k<20. 
Reder (Szeged). 
Palamä, Giuseppe: Un teorema analogo a quello di Tarry. Osservazioni su altri 
neoti. Applieazioni. Atti Sem. mat. fis. Univ., Modena 2, 116—142 (1948). 


j 
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| Verf. führt die Bezeichnung — für ® m»... m-ır mit s= [m/r] .ein 
(die eckige Klammer bedeutet das größte Ganze). — Bedeutet Substraktion s— a, 
D 
a,b, folgt a,s—a,2b,s b, Sund =, b,=b, s—a,. (2) Aus der- 
selben Voraussetzung folgt a,b, + h=b, a+h mit z=1l,...,„n,n+1,n-+$3 
und 
‚ p 2 
= h=— 28 ("a ar+2 /\a+22 2 eat), 


‚natürlich, wenn der Nenner nicht verschwindet. — Weiter stellt Verf. Betrachtungen 
über den Zusammenhang verschiedener bekannter Sätze über das Tarry-Escott- 
Problem an. Er wirft weiter die Frage auf, ob jede =-Lösung mit den bekannten 
Sätzen aus einer —-Lösung aufgebaut werden kann, jedoch ohne abschließendes 


(a, Vektor) den Vektor (s—q@,,...,s—q,), so ergeben sich die Sätze: (1) Aus 
Ergebnis. Holzer (Graz). 


Palamä, Giuseppe: Somma termine a termine e sequenze di multigrade. — Parti- 
zione dei numeri. — Multigrade a ecatena. — Applicazioni. Atti Sem. mat. fis. Univ., 
Modena 3, 162—190 (1949). 

In Teil I stellt Verf. sich die Aufgabe, Bedingungen aufzustellen, unter denen 
zwei Tarry-Escott-Lösungen a,b, a;—b; (rechts und links stehen p-dimen- 
sionale Vektoren) zu einer Relation ma, -+ m’a mb, + m’bi; mit beliebigem 
m, m’ führen. Verf. beweist: dies gilt: (1) für n = 2, p = 3, wenn die inneren Pro- 
dukte Fa, =2%b, „bi einander gleich sind. (2) Für n=3, p=4 und das 


System + (a), a Rs -+(b,b,); + (a1, a5) 2 +(b,b), wen, +0,04= 
b,bi + b,b, ist. (3) Aus einem Lösungspaar (über die Abkürzung s. vorsteh. 


Referat) u b; ab; (dreidimensionale Vektoren) folgt mit der unter‘ (1) ge- 
nannten Bedingung und unter der weiteren, daß stets die dritte Vektorkoordinate 
die Summe der beiden ersten ist, ebenso pa, +g«; — pb,+ gb, mit beliebigem 
p, qg. Als Anwendungen gibt Verf. Beispiele 
AN De UN REN TE RN: ER 5 
. wo sämtliche Koordinaten des un Vektors Quadrate ganzer Zahlen 
sind. — In Br II schreibt Verf. eine fortlaufende Tarry-Escott-Gleichung: 


a5, 5; —a., (m>2, alle Vektoren k-dimensional) 
kurz —--:2(m,k). Verf. zeigt: Es gibt ein System —=---—=(m, m’? p), wo 
die Gesamtheit der m’! » Koordinaten der m Vektoren mit den Zahlen 1, 2,...,m’-1p 


zusammenfällt. It m=4,p=4k, p>4n + 4, so können die ersten 4p natür- 


lichen Zahlen auf 24N Arten als Elemente eines Systems "*!.. 22 (4, p/4) 
aufgefaßt werden, wenn N die Anzahl der verschiedenen Arten ist, in denen diese 


4» Zahlen als Elemente von —:- -— (4, 9/4) auftreten können. Es folgen noch 
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einige ähnliche Sätze. — In Teil IH gibt Verf. Methoden, einfache Tarry-Escott- 
nr nt 
(m 


Systeme = zu fortlaufenden 
sche Quadrate, wo also nicht nur die Summen aller Zeilen und Spalten einander 
gleich sind, sondern auch die Quadrate aller Zeilen- und Spaltenvektoren. Teil V 
gibt Konstruktion fortlaufender Tarr y-Escott-Lösungen aus solchen niederen Grades. 
Holzer (Graz). 

Palamä, G.: Numero di termini minimo di un membro di multigrade non 
banali. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 4, 310—317 (1949). 

Verf. zeigt: Bis auf triviale Lösungen sind folgende Systeme in ganzen Zahlen 
unmöglich: (1) Ein System (m >1) @,...,0, m 51... d„.,, wenn alle Zahlen 
>=:0. sind. (2)>Ein. System a... m bn:2,0., (m In =>) olnesdie 
letzte Einschränkung. (83) Ein System a,...,m dp... nr mit 


b,=:''=b,= M, wo M kleiner (oder größer) ist als alle anderen Zahlen. (4) Ein | 


2n : 5 
System a. Se de nit Mb Tre: My wenn en des 


s>?2r ist oder s> 2r—1 und überdies M größer als alle anderen Zahlen ist. 


(6) Ein System a,,..., u, Di,...d, (wo alle Elemente > (0 angenommen 
werden können, mit ),='''=b,=M, wenn entweder s>r+1 ist 
(p+q=2n-+r), oder zuglech s>r und M größer als alle anderen Zahlen ist. 


(Zur Bezeichnung vergl. das vorletzte Referat.) Holzer (Graz). 


Bell, E. T.: Derived diophantine systems. Rev. Ci., Lima 50, 69—84 (1948). 

Derivation nennt Verf. ein Verfahren, mit dem aus einem System von Diophan- 
tischen Gleichungen — Primitiv genannt — und seiner vollständigen Lösung ein 
zweites System von ähnlichen Gleichungen — Derivativ genannt — und seine voll- 
‚ständige Lösung abgeleitet wird. Die Gleichungen selbst dürfen algebraisch oder 
transzendent sein, und als Lösungen werden ganze rationale Werte der Unbekannten 
zugelassen. Die Derivation ist transitiv, aber nicht symmetrisch und nicht immer 
ausführbar. Ein System kann auch aus einer Gleichung bestehen. Das Primitiv 
kann aus weniger Gleichungen bestehen als jedes Derivativ. Im Derivativ können 
mehr Unbekannte vorkommen als im Primitiv. Im algebraischen Falle kann das 
Derivativ auch Gleichungen höheren Grades enthalten als das Primitiv. Die Deri- 
vation kann für gewisse Primitive periodisch sein. Für alle diese Möglichkeiten 
werden Beispiele geliefert, insbesondere kann die Derivation zu neuen Resultaten 
führen. Die Richtigkeit des folgenden allgemeinen Satzes leuchtet unmittelbar 
ein. Bezeichne P(x), D(x) je ein System in den Unbekannten X = (X,,...,X,„) 
bzw. © = (2, :..,%,)., Ferner bezeichne f,(w) @=1,..,m; we (u,..,%,)) 
m Funktionen, die für jede Lösung « = x von D(x) lauter ganzzahlige Werte an- 
nehmen. Man definiere X’—=(f,(&),...,f„(2%)). Es werde angenommen, daß X’ 
die vollständige Lösung von ‚P(x) ist, wenn x die vollständige Lösung von D(x) 
durchläuft. Wenn nun X= X” eine beliebige explizite vollständige Lösungs- 
formel von P(x) ist, so entsteht die vollständige Lösung von D(x) aus der des Sy- 
stems X’ — X”. Deshalb ist hier P(x) ein Primitiv von D(x) und D(x) ein Deri- 
vativ von P(x). Wenn insbesondere P(x) keine Lösungen hat, so hat auch D(x) 
keine. Die vielen Anwendungen stehen mit früheren Untersuchungen des Verf. im 
Zusammenhang [Separable diophantine equation, Trans. Amer. math. Soc. 57, 
86—101 (1945)]. Ein Beispiel: Nach Delaunay [vgl. Th. Skolem, Diophantische 
Gleichungen, Berlin 1938, S. 110; dies. Zbl. 18, 293] hat X — X Y2ı Y® 1 die 
vollständige Lösung (X, Y) = (0,1), (1,0), (1,1), —1,1), (4,3). Durch Derivation 
folgt, daß das simultane Paar 2? — (x2— 12 =zw (daz2—32 +3 — Ayw 
die vollständige Lösung (x, y,2, w) = (0, 3a,—a,a), (a, a, a, a), (a, a, 0, 30), 
(a,—a, 0,— 3a), (4a, a,a, Ta) hat (a = + 1). Die Derivation läßt sich auf Haupt- 
idealringe erstrecken. Redei (Szeged). 


3) zu erweitern. Teil IV gibt bimagi- 
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Rosenthall, E.: Multiplieative diophantine equations in quaternions. Amer. J. 


- Math. 71, 791-799 (1949). | 


Diese Note behandelt die Lösung von multiplikativen Gleichungen in ganzen 
(Lipschitz)- Quaternionen. Sein Hauptzweck ist, die vollständige Lösung der 
Gleichung XY = ZW in Parameterform zu bestimmen. Diese wird in Theorem 3 
gegeben. Nagell (Uppsala). 

Linnik, Ju. V.: Quaternionen und Cayleysche Zahlen; einige Anwendungen der 
Arithmetik der Quaternionen. Uspechi mat. Nauk 4, Nr. 5 (33), 49-98 (1949) 
[Russisch]. 

Verf. entwickelt in der Einleitung zunächst die bekannten Eigenschaften der 
Hamiltonschen Quaternionen und dann die der Cayleyzahlen mit reellen Koeffi- 
zienten. Hierbei bleiben die für den Gegenstand wichtigen älteren Arbeiten von 
J. Kirmse [ÜÜber die Darstellbarkeit natürlicher ganzer Zahlen als Summe von 
acht Quadraten und über ein mit diesem Problem zusammenhängendes nicht- 
kommutatives und nichtassoziatives Zahlensystem, Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 
6, 67—82 (1924) und 80, 33—34 (1928)] sowie M. Zorn [Theorie der alternativen 
Ringe; Alternativkörper und quadratische Systeme; Abh. math. Sem. Univ. Ham- 
buzg 8, 123—147 (1930), 9, 395—402 (1933); dies. Zbl. 7, 54] unberücksichtigt.' 
Verf. gibt dann eine ausführliche Herleitung des schon früher an anderer Stelle 
(dies. Zbl. 19, 2) von ihm entwickelten Satzes: Jede reelle quadratische nullteiler- 
freie Algebra ist isomorph mit dem System der Cayleyzahlen oder einem ihrer 
Untersysteme, wenn für 2 beliebige von Null verschiedene Elemente a, b die Be- 
ziehung (ab)b1 —= b1(ba)—=a gilt. Da diese indessen mit dem 'Alternativgesetz 
bei Kirmse und Zorn (s. 0.) gleichwertig ist, sind die Prioritätsansprüche des Verf. 
unberechtigt, sein Satz ist in dem allgemeineren Zornschen Hauptsatz als Korrelar 
enthalten. Zum Schluß der Einleitung wendet Verf. seinen Satz an (wie auch früher 
schon in der genannten Note), um einen neuen Beweis für das Theorem von Hur- 


“witz zu gewinnen, wonach eine Kompositionstheorie quadratischer Formen nur 


möglich ist, wenn die Variablenzahl 1, 2, 4 oder 8 beträgt. (Gött. Nachrichten 1898, 
309— 316.) Der übrige Hauptteil der Abhandlung (Kap. 1 und 2) ist der Zahlen- 
theorie der Quaternionen mit rationalen Koeffizienten gewidmet. Verf. nennt 
Quaternionen mit ganzrationalen Koeffizienten eigentlich ganz, dagegen solche, die 
bei Hurwitz (Gött. Nachrichten 1896, 314—340) zusätzlich als ganz bezeichnet 
werden, deren Komponenten also halbe Zahlen sind, uneigentlich ganz. Indessen 


. besteht der große Fortschritt der Hurwitzschen Betrachtungen ja gerade darin, 


daß die von ihm zusätzlich als ganz bezeichneten Quaternionen vollwertig als ganz 
anzusehen sind und in keiner Weise als uneigentlich ganz gelten können. Nur bei 
dieser Auffassung wird die Theorie klar, durchsichtig und einfach. Das zeigt sich 
besonders bei den Quaternionen mit beliebiger Grundzahl, während die Methode 
des Verf.hier ein undurchdringliches Gestrüpp an Definitionen von uneigentlich 
ganzen Quaternionen erfordern würde. Verf. vermeidet den Begriff des Ideals und 
versperrt sich dadurch den Zugang zu dem vom Ref. eingeführten Gruppoid der 
Ideale, welches doch gerade den Kernpunkt für die Zahlentheorie der Quaternionen 


. darstellt. Statt dessen führt er den Begriff des Strahls ein, der als guter Ersatz 


E> na Vie: 


für den Idealbegriff dienen kann, wenn man die Betrachtung auf eine einzige Ordnung 
beschränken will. Das dritte Kapitel dient hauptsächlich dem Beweis der Gauß- 
schen Sätze für die Anzahl der Darstellungen durch eine Summe von drei Quadraten, 
wofür mehr als acht Druckseiten benötigt werden. Im ganzen hat Verf. in muster- 
gültiger Weise die Leistungsfähigkeit elementarer Methoden ausgeschöpft, und in 
dieser Hinsicht kann seine Abhandlung nur empfohlen werden, zumal sie auch 
manche Gelegenheit zur Anknüpfung an weitere Untersuchungen bietet. Zugleich 
aber gibt er damit den unumstößlichen Beweis für die Notwendigkeit der über seine 


Betrachtungen hinausführenden Begriffsbildungen. Brandt (Halle). 
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Klee jr., V. L.: On a conjeeture of Carmiehael. Bull. Amer. math. Soc. 53, 
1183—1186 (9147). 

R.D.Carmichael [Note of the Euler’s g-funetion, Bull. Amer. math. Soc. 
28, 109-110 (1922)] hat über die Eulersche Funktion vermutet, daß o(2) = n 
für kein n(> 1) genau eine Lösung & hat, und bewies diese Vermutung für n < 10°. 
Verf. erweitert diese Schranke zu 104%, Er benutzt als erstes Hilfsmittel: (1) Theo- 


rem. Ist p(2)=n ein einfacher Wert von @ und gilt © = hı P%, wobei die ?, 


verschiedene Primzahlen sind und A die Menge der Indizes ö bezeichnet, gilt ferner 
für eine Primzahl p eine Gleichung p—1= II De (9, —1)) u p mit ,<a, 
B 


wobei B, © zwei fremde Teilmengen von A sind, von denen die eine auch leer sein 

kann, so muß p|x sein. Denn für pfxz wäre @ (p IMNiep: Dos) —=gp(x) ent- 
A-(B+0) © 

gegen der Annahme. Hieraus folgen: (1.1) Corollar: Unter der Bedingung von (1), 

wenn jede in einem p,—1(ieB) aufgehende Primzahl g auch in x aufgeht, 


gilt sogar p?2|x. Denn es gilt p—1= II pi mit DCA. Wäre p?fx, so gälte | 
; D 
0) (p I »® ln peTa) = o(e) entgegen der Annahme. (1.2) Corollar. Wenn 
A—D D 


B in (1) leer ist, so gilt sogar p?|x. (1.3) Corollar. Ist 9 (x) ein einfacher Wert vong, 
so gilt 4|x, wenn ferner eine Fermatsche Primzahl f in x aufgeht, so gilt sogar f?\x. 
Hiervon verwendet (1.2), (1.3) auch schon Carmichael. Es folgt noch eine Reihe 
weniger einfacher Hilfssätze ähnlicher Natur, die dann den Beweis obiger Behaup- 
tung ermöglichen. Redei (Szeged). 


Rödei, L.: Über die Anzahl der Potenzreste mod p im Intervall 1, /p. Nieuw 
Arch. Wiskunde, II. 8. 23, 150—162 (1950). 

Die zu der Primzahl p primen ganzen Zahlen werden in Klassen O,, 0, . : ., On 1 
eingeteilt, so daß zwei solche Zahlen zur selben Klasse gehören, wenn ihr Quotient 
ein m-ter Potenzrest mod. p ist. Unter der Dichtigkeit einer Klasse C im Intervall 
ab W<a<b<p;a+1m<sb) versteht Verf. den Quotienten »/n, wobei n die 
Anzahl der ganzen Zahlen und » die Elemente von CO im genannten Intervall bezeich- 
nen. — Verf. beweist das folgende Hauptresultat: Ist m ein Teiler von $3(p—1), 
soist die Dichtigkeit jeder Klasse im Intervall 1,Vp kleiner als 1— (m—1)/m (2 +y2) : 
— Ein anderes Resultat ist: Für jedes p =—1(mod.4) ist die Dichtigkeit der 
quadratischen Reste ebenso wie die der quadratischen Nichtreste mod. p im Inter- 
vall 1, 2 Vp/3 größer als 1/(8 + Ay 3). — Die Beweise beruhen auf dem folgenden 
Satze des Verf.: Ist K ein konvexer Bereich mit dem Mittelpunkt (0, 0) im offenen 
Quadrat |x|, |y| <p (x, y rechtwinklige Koordinaten der Ebene) und vom Inhalt 
4p, so repräsentiert y/x [x, y ganz rational und (x, y)€ K] alle primen Restklassen 
mod. ». Nagell (Uppsala). 


Ostmann, Hans-Heinrich: Über die Diehten additiv komponierter Zahlenmengen. 
Arch. Math., Karlsruhe 1, 393—-401 (1949). 

Verf. gibt einen Bericht über die historische Entwicklung und den gegenwärtigen 
Stand des Problems, die Dichte und die asymptotische Dichte einer Schnirelmannschen 
Summe von Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen durch die Dichten der Summanden 
oder andere, in ähnlicher Weise ausden Summanden gewonnene Größen abzuschätzen. 
Verf. kündigt ferner zwei neue eigene Arbeiten über diesen Gegenstand an, deren 
Hauptergebnisse er mitteilt. Die eine betrifft die Abschätzung der asymptotischen 
Dichte einer Summe, wenn über einen Summanden zusätzlich bekannt ist, daß er 
eine Sequenz von k aufeinanderfolgenden Zahlen enthält; aus dem Ergebnis werden 
Folgerungen für die Summe von n gleichen Summanden gezogen. Die andere an- 


 gekündigte Arbeit betrifft andere Abschätzungen von Anzahlfunktionen einer 
Summe durch die Anzahlfunktionen von Abschnitten gewisser anderer Zahlenmengen. 
Stöhr (Hamburg). 
Cudakov, N. G.: Über einige trigonometrische Summen, die Primzahlen enthalten. 
Doklady‘Akad. Nauk SSSR, n. S. 58, 1291—1294 (1947) ) [Russisch]. 
A<DB bezeichnet A=O(B). Für AB Fi B< A wird geschrieben 


A&B. Gestützt auf den Landau-van der Corputschen Ideenkreis und unter 


Fine der Inghamschen Resultates N (o, t) < t1-98/3 kann hier bewiesen 


- werden 
£ N 
= —, expifP)< \ ‚ Se vs) log N. 
a<p 
Pabenist (4 td BB, Baflde0, NZASNT 
und B<1. Hoheisel (Köln). 


Cudakov, N. G. und K. A. Rodosskij: Neue Methoden in der Theorie der Dirichlet- 
schen L-Funktionen. Uspechi mat. Nauk 4, Nr.2 (30), 22—56 (1949) [Russisch]. 

Bericht über eine Reihe neuerer Arbeiten, die in der UdSSR erschienen sind. 
Dieftemethode nennen die Verff. jeden Beweisgang, der unter Vermeidung der 
R.V. und bei Heranziehung aller Kenntnisse über N (o,t) [Anzahl der Nullstellen 
von &(s) bzw. L(s,%) in Rs) >o, |$(s)| <t] zum Ziele kommt. Als gegeben 
werden einige Resultate vorausgestellt bezüglich £(s): N(o, T) < TU1-98I3, be- 
Zuslich 18,7) (7. Charakter mod: D):N (oe, 7) <: DU 71977122 ]ogd DT. Ab> 
schätzungen von Fourierkoeffizienten nach van der Corput liefern das Material 
zur Abschätzung 


» nel? fo)<(Vr/A - V x/B) loe2, A (2), 2 det (a)ida, 
asps 
Gzza<b<cr, „>O( und »>c, beliebig, aber fest a, 
Dabei ist a Sa) dr tir)jae |< ler (0,200 


und (zf)’ =0. Der Beweis a und benützt a die en da 
ZF(p ; mit 2 A(n) F(n):logn verglichen wird und die summatorische Funktion 
von A(n) für die Abschätzung von Bedeutung wird. — Im 2. Abschnitt (Goldbach- 
sches Theorem) wird gezeigt (Cudakov-Linnik- Vinogradov): Die Anzahl »(x) 
jener geraden Zahlen, die sich nicht als Summe zweier Primzahlen darstellen, ist 
< x (log x) 4. Hier ist die Abschätzung von N (o, t) für die Funktion L(s, x) auf- 
gebaut auf dem primitiven Charakter x mod. D: 
No, 7) <,. Dr TAZ2)1 Zn), (o8.%%-+ DE (log. D-+ 1). = co —H). 

Der Beweisgang verläuft anfangs in den klassischen Bahnen, geht also aus von 
f(x) = N logp-x’. Im Gegensatz zur Hardy-Littlewoodschen Methode erfolgt 


p>2 
hier die Annäherung von f(x) durch trigonometrische Polynome. Mit 


€ = exp 2nia/g wird durch 
(log M)4ı >g; Jjarg «— 2nalg| < ng (log MA (M=(1— x) 


| ‘ein Gebiet D; bestimmt, innerhalb dessen |f(*) Ede I —|<N (log M)4 


pl 1-5 
gilt, womit ein Hardy-Littlewoodsches Resultat für ein größeres Gebiet bewiesen 
ist. Die entscheidende Abschätzung für f(x) wird dabei für ein Teilgebiet von De 
zurückgeführt auf die Abschätzung 


I rm ) Alm Em am St M (log MA, 


, die mit Hilfe klassischer Methoden (Mellinscher Operator) und Ausnutzung von 


_ Resultaten von Page und Siegel bewiesen wird, wobei die Nullstellendichte 


N (0, t) eine entscheidende Rolle spielt. — Der 3. Abschnitt, der sich mit der kleinsten 
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Primzahl in einer arithmetischen Progression Dv +1, (D, I) = 1 befaßt, berichtet 
über die Arbeit von Linnik [On the least prime in an arithmetie progression I. II. 
Mat. Sbornik,n. S. 15, 139—178,347—368 (1944)],inder Pin ERS ohneR.V. be- 
wiesen wird. [Mit R. V. ist leicht Pmin (D, I) < c D? log? D zu beweisen.] Die not- 
wendige Abschätzung der Summe $(N, I) = Br in“ (n) e"!N enthält u. U. die | 


größte reelle Nullstelle ß, von L(s, x). Interessant ist die Abschätzung von Y, die 
sich in diesem Zusammenhang ergibt, nämlich der Satz von Rodosskij: 


N XKı(l) & Bo ® ( 4185) 

VD + ler 108) : 

wo O von D unabhängig ist. — Im 4. Abschnitt wird die Äquivalenz der Be- 
hauptung 


m PN 7 49 mel, ö 
für 7,— 00 und beliebiges festes e> 0 mit der Lindelöfschen Hypothese ' 
Ed +itl)=O(f) gezeigt, was sich aus einer Auswertung des Integrals 


+00 
f et2 |&(s + T,)]? dt ergibt. N Hoheisel (Köln). 
— 00 


Hlawka, Edmund: Ausfüllung und Überdeekung konvexer Körper durch kon- 
vexe Körper. Mh. Math., Wien 53, 81—131 (1949). 

Es bezeichne x einen Ortsvektor im R, und f(x) die Distanzfunktion eines durch 
f(x) <1 charakterisierten konvexen Körpers mit Mittelpunkt X vom Volumen J; 
K,(p) bedeute den zu K homothetischen Körper f(e—p) <r. Ferner sei /' ein 
Punktgitter =? +4, (,=0, 41,4 2,...). Weiter bezeichne B einen be- (| 
liebigen konvexen Körper mit inneren Punkten vom Volumen V. Unter einer 
Ausfüllung bzw. Überdeckung von B verstehe man ein System nicht über- 
einandergreifender Körper K,(p,) w=1,2,...,a], welche in B enthalten sind, 
bzw.ein System K,(q,) [u=1,2,...,u] deren Vereinigungsmenge B enthält. 
Die Ausfüllung bzw. Überdeckung heißt gitterförmig, wenn alle Mittelpunkte p, 
- bzw. q„ einem Gitter J'angehören. Die Anzahl der beteiligten Körper K nenne man 
in diesem Fall a* bzw. u*. Nun setzeman a(B, K,) = Max a bzw. u(B, K,) = Min u; 
entsprechend a*(B,K,)=Maxa* bzw. u*(B,K,) = Minu*, wobei sich die 
Ermittlung der extremalen Anzahlen über sämtliche Gitter /' erstrecken soll. 
Die Existenz zugehörender extremaler Gitter wird sichergestellt. Für das totale 
Volumen der Körper K, das für die maximale Ausfüllung bzw. minimale Über- 
deckung von B in Betracht kommt, hat man S(B,K,)=a(B,K,) Jr" bzw. 
T(B,K,)=u(B,K,)Jr"; im gitterförmigen Fall setze man auf beiden Seiten 
den Stern *. Durch die Ansätze A = lim $(B,K,)/V; A* = lim 8*(B, K,)/V; 

r—0 r>0 

2 — Im T(B,K,)V; 9 = lim T*(B,K,)/V werden vier extremale Dichten 

> r—>0 
eingeführt. Verf. beweist, daß die vier Grenzwerte sicher existieren und insbesondere 
nur von f, nicht aber von B abhängig sind; dies kann sogar für beliebige Jordan- 
meßbare Bereiche B sichergestellt werden. — Aus den Definitionen ergibt sich un- 
mittelbar die Größenrelation A* <As1<9<YH*. Verf. weist indessen nach, 
daß sicher A<1<% gilt, falls K kein Polyeder, insbesondere kein solches von 
höchstens 3° — 1 Seiten ist. Ob A* <A und 9 <9* vorkommen kann, ist unge- 
wiß, jedoch bezeichnet Verf. dies für n >4 als wahrscheinlich. Für n—=2 und 
insbesondere für Kreise gilt bekanntlich A*—=A und 9=%*. Es wird nachge- 
wiesen, ddß A=1 und ®=1 sich gegenseitig bedingen. — Die zahlreichen, in 
37 Sätzen untergebrachten Einzelergebnisse der Abhandlung beziehen sich zur 
Hauptsache auf stark differenzierte Abschätzungen, die mit den oben angedeuteten 
vier Problemen und ihren Varianten in Beziehung stehen. Genannt werde ins- 
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besondere ein enger Zusammenhang zwischen zwei zahlengeometrischen Größen M 
und e einerseits und den Dichten A* und 9* andererseits: Essei M, (7, f) = Min f(g) 
. {9 =#0, geT], und man setze M = D!/r sup M,(T\, f), wobei D die Determinante 
. D(a,) des Gitters I'bezeichnet und das Supremum über sämtliche Gitter zu erstrecken 
ist. Der Wert M, das absolute Minimum von f, wird durch ein extremales Gitter 
' realisiert. Nach bekannten Ungleichungen von H. Minkowski und Verf. hat man 
(x) 2C(n) SJ MS, 

Weiter betrachtet Verf. die Menge der Werte d, für welche das Gitter der Körper 
K,(p,) [p,€ I] den Raum R,, vollständig überdeckt; sodann setzt er &(I', f) = inf d 
und endlich e(f) = D!/* inf (I, f). Auch dieser Wert e,dieabsolute Exzentrizität, 
wird durch ein extremales Gitter realisiert. Es gilt nun, wie Verf. beweist, 

(8) 13-3 JM m <Ier < (nf) I Mr 

(Druckfehler in Formel (5), $3). Die Beziehung zu den extremalen Dichten ist 
jetzt durch die Relationen 4* = (3)" JM" und 9* = Je" gegeben. Ist K kein 
M/2-Körper im Sinne Minkowskis, so gilt auf der rechten Seite von (&) die Un- 
gleichheit, und so folgt nach (ß) jetzt 4* <1<d*. — Die Arbeit befaßt sich mit 
verschiedenen Verallgemeinerungen; so wird auch der Fall konvexer Körper K 
‚ohrte Mittelpunkt erörtert, und für Zylinder X werden speziellere Formeln abgeleitet. 
Eine Studie über Auswahlen nicht übereinandergreifender Körper aus dem System 
überdeckender Körper beschließt die reichhaltige Abhandlung. Hadwiger (Bern). 


Wachs, Sylvain: Contribution & P’etude de Pirrationalit6 de certains nombres. 
Bull. Sci. math., II. S. 731, 7795 (1949). 

Soit 2 a,b, +r, ou a, et 5b, sont enter > 0 mehr HM 
liminfdb,r,= 0, alors x est irrationnel. En utilisant cette remarque l’A. demontre 
Virrationalite de quelques nombres definis par des series infinies. — Dans la deuxieme. 
partie de la note il generalise la d&monstration de l’irrationalite du x, donnee par 
Hermite [Voir J.Niven, Bull. Amer. math. Soc. 53, 509 (1947)]. Il faut noter que 
ces idees se trouvent aussi dans les notes de Z. Butlawski et J. F. Koksma [Z. 
Butlawski, Colloguium math. 1, 196—197 (1948) et J. F. Koksma, Nieuw Arch. 
Wiskunde 23, 39 (1949)]. Gal (Paris). 


Analysis. 
Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


e Harvey, J.: Elementary ealeulus and allied geometry. (Hutchinson’s Scien- 
tifie and Technical Publications). London, New York: Hutchinson 1949, VIII, 
493 p. 25 =. 

Das Buch, das für die Studenten zur Vorbereitung auf die Prüfung geschrieben 
ist, deckt etwa den Stoff der „höheren Mathematik“ der ersten beiden Semester 
einer technischen Hochschule; sein Ziel ist die Erlangung einer gewissen Fertigkeit 
in der Behandlung einfacher mathematischer Probleme der Technik und Physik 

_ (einschließlich einfacher gewöhnlicher Differentialgleichungen), wie sie die elemen- 
taren Methoden der Differential- und Integralrechnung und der analytischen Geome- 
trie ermöglichen. Auf tiefer gehende Systematik ist ausdrücklich verzichtet und die 
gewiß schwer zu ziehende Grenzlinie zwischen Elementarem und Nicht-Elementarem 
ist manchmal willkürlich. .Z. B. ist der Satz von der gliedweisen Integration einer 
unendlichen Reihe allgemein, jener von der gliedweisen Differentiation nur für 
Potenzreihen behandelt. Auf Anschauung ist großes Gewicht gelegt, wie die 230 Fi- 
guren verraten, worunter u.a. Schrägrisse einer räumlich als Niveaulinien einer 

“ Fläche gedeuteten Schar ebener Kurven mit verschiedenartigen Singularitäten zu 

- sehen sind. Etwa 500 Übungsaufgaben, wovon ungefähr ein Achtel als Examens- 
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aufgaben der Universität London bezeichnet sind, mit Angabe der Ergebnisse, 
weisen auf das Ziel des Buches hin, das bei seiner einigermaßen vollständigen Durch- | 
arbeitung gewiß erreicht wird. Aumann (Würzburg). 

Horn, Alfred and Alfred Tarski: Measures in Boolean algebras. Trans. Amer. 
math. Soc. 64, 467—497 (1949). 

A sei eine Boolesche Algebra, S eine Teilmenge von A mit 1€ 8. Es wird die 
Frage nach der Erweiterbarkeit einer für die Elemente von $ definierten reellwertigen 
Funktion f (mit f>0, fl) =1) zu einem Maßin A >09, f)=-1L,f«+y)= 
f(x) + f(y) für xy = 0) diskutiert. Hierzu ist notwendig und hinreichend, daß 

Ifla)< N f(b,) für alle a,b,ES mit Lay...,0,.419% = K0y 07.12; dabeig| 
i<m j<en \ 
bedeutet das zuletzt angegebene Symbol, daß für jedes k < m gilt: 

DR Ip; DIENT 05% 

pesm,ki<k pesu,ki<k 
wobei 8”,% die Mengealler Folgen » = <Pp9, -..; P,> durchläuft, mit O<P,<'"<Pp, <m. 
Der Beweis für die Erweiterbarkeit eines derartigen ‚‚Teilmaßes“ fin S folgt sofort 
durch transfinite Induktion, mit Hilfe der folgenden Konstruktion: Sei ze A. 
Das äußere Maß f, (x) sei die untere Grenze aller Zahlen | Sta), Kr m, mit 
Äi<n I<Pp 

BRDSEIS, 2 — 4, UDA XD 20 see ne AERO: Dual werde 
das innere Maß f,(x) eingeführt. Erweitert man nun f durch Festlegung von f(x), 
so erhält man ein Teilmaß in $S u fx} genau dann, wenn f,(x)<f(x)<F,(x). — 
Unter zusätzlichen Bedingungen für $ ergeben sich Vereinfachungen. Ist z.B. 5 
eine Teilalgebra von A, so ist f,(x) die untere Grenze aller f(y) mit z<y, yeS. 
Zweiwertiges f ist zu einem zweiwertigen Maß erweiterbar. — Diese Erweiterungs- 
theorie ist eine für den vorliegenden Fall mögliche Vereinfachung von Ergebnissen 
von Tarski [Fundam. Math., Warszawa 31, 47—66 (1938); dies. Zbl. 19, 54]. 
— Ein Maß heiße streng positiv, wenn f(x2)=(0 nur für x=0. Ein solches 
Maß existiert bei separablem A (charakterisiert durch die Existenz einer abzähl- 
baren Menge DC A, so daß es zu jedem ze A, x=#0, ein yeD gibt mit y<Sz, 
y=0), wofür zwei Beweise gegeben werden. Notwendig für die Exsitenz eines 
streng positiven Maßes ist z. B. die Bedingung, daß jede „Verzweigungsmenge‘“ $ 
(SC A) abzählbar ist. Eine solche Menge ist definiert durch die Eigenschaft, daß 
aus x, yES folgt, daß xy = 0 oder z<y oder y<x, und daß > für jedes ze S 
die Menge der y mit 2<y, y€S wohlordnet. Für eine Algebra mit geordneter 
Basis B (B erzeugt A und wird durch < geordnet) ist dies auch hinreichend, und 
zudem gleichwertig mit der Separabilität von A. Es resultieren Kennzeichnungen 
der Ordnungstypen der Mengen von reellen Zahlen, die als Spezialfall ein Ergebnis 
von Knaster [Mat. Sbornik, n. S. 16, 281—288 (1945)] enthalten. — Weiterhin 
ist für die Existenz eines streng positiven Maßes notwendig, daß jede Menge paar- 
weise disjunkter Elemente in A abzählbar ist. Die Frage, ob dies im Fall einer 
geordneten Basis auch hinreicht, ist äquivalent zum Problem von Souslin. — 
Ein Maß heiße abzählbar additiv, wenn A 257 “) =  f(a,) für jede Folge 


< oo i 
paarweise fremder Elemente a,, für die &a, existiert. Es en einige notwendige 
und einige hinreichende Bedingungen für die Existenz eines solchen (insbesondere 
auch zweiwertigen oder streng positiven) Maßes gegeben. U.a. bestehen Beziehungen 
zu abgeschwächten distributiven Gesetzen. Hermes (Münster). 

Mulholland, H. P.: Solution of Geöeze’s problem for a eontinuous surface 
z=f(x,y). Proc. London math Soc., II. S. 51, 285293 (1950). 

Es sei Q, das Quadrat 0 <x si, O<Sy<si1W, f(x, y) auf Q, eindeutig und 
stetig, und das Oberflächenmaß (im Lebesgueschen Sinne) der Fläche z le 0) 
über Q, gleich A(Q; f) < + ©. Es gibt eine Folge von der Fläche einbeschrisberit 
Polyederflächen 2=f,(&,y) mit eindeutigen stetigen „(% Y), welche auf @, 
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. gleichmäßig gegen f(x, y) streben, wobei A(Q; f,) > A(Qo; N). Die hierzu notwen- 
_ dige Triangulierung von Q, geschieht mittels des bereits von W.H. Young [Proc. 
_ R.Soe., London, A 96, 71—81 (1920)] zur Bestimmung des Oberflächenmaßes verwen- 
deten Flächenvektor Y(Q; f) =} F t x dt, wo rt. der Vektor (x, y,2), Qein Quadrat 
in Q, und das Integral über den Rand der über.Q stehenden Fläche z= f(z, y) 
' zu erstrecken ist. Die Projektion von ) in der x, y-Ebene, sofern + 0, dient zur 
Orientierung eines Gitters innerhalb ®. Aumann (Würzburg). 

Fejer, Leopold: Integrales singulieres A noyau positif. Comment. math. Helvetici 
23, 177—199 (1949). 

Die Note gibt einen in Genf 1948 gehaltenen Vortrag über singuläre Summen 
und Integrale wieder, wobei es dem Verf. weniger um die Wiedergabe von Einzel- 
heiten als um die Herausarbeitung methodologischer Gesichtspunkte geht. Ein 
typischer Fall sind die singulären Integrale, die in der Theorie der Fourierreihen 
auftreten, wenn man die Partialsummen bzw. deren arithmetische Mittel durch 
Integrale ausdrückt. Man weiß, welche große Rolle der Umstand spielt, daß bei 
dem von Fejer eingeführten Integral für die arithmetischen Mittel der Kern positiv 
ist, während er in dem Integral, das die Partialsummen selbst darstellt (Dirichletsches 

- Integral) sein Vorzeichen n-mal im Integrationsintervall ändert. Hieran knüpft 
Vort. an und zeigt, daß man sehr viel weiter gehende Erfolge erzielen kann, nämlich 
Aussagen über die Ableitungen, wenn man in den fundamentalen Reihen 
1 2cost+ 2cos2f + --- (beider Fourierreihe)und P,(cost) +3P, (cost) + 
(bei der Laplaceschen Reihe) an Stelle der Variablen £ die Variable x = cost ein- 
führt, wobei sich im ersten Fall die Tschebyschefschen Polynome 7, einstellen. 
Es sind dann nämlich die k-ten Ableitungen nach x der arithmetischen Mittel der 
Ordnung 2%k+1 der Reihe T7,(2) +2T,(x) +2T,(x2)+:-: im Intervall 
—1<sxs-+ 1 sämtlich positiv. Verwendet man beim Beweis die erzeugenden 
Funktionen, so kann man ihn leicht auf den viel schwierigeren Fall der Legendre- 
schen Polynome P,(x) übertragen. Die Mittel 2-ter Ordnung entziehen sich dieser 
Behandlungsweise und erfordern delikatere Betrachtung. Bei ihnen muß man das 
Intervall in Teilintervalle zerlegen, um Aussagen über Monotonie u. dgl. machen 
zu können. Zum Schluß beweist der Verf. noch einen sehr allgemeinen Satz, der 
Bedingungen dafür angibt, daß der Grenzwert des singulären Integrals die in ihm 
vorkommende Funktion darstellt. Doetsch (Freiburg i. Br.). 

Cooper, J. L. B.: Fourier-Stieltjes integrals. Proc. London math. Soe., II. S. 51, 
265—284 (1950). 

Die bisher in der Literatur betrachteten Fourier-Stieltjes-Integrale beschränken 
sich auf Funktionen, die in (— ©0, 00) von beschränkter Variation sind. Hierbei 
erhält man nur eine Verallgemeinerung der absolut konvergenten Fourier-Reihen 
und -Integrale. Verf. führt eine allgemeinere Klasse von Fourier-Stieltjes-Integralen 
ein, die weit genug ist, Fourier-Reihen und -Integrale aller Klassen LP zu umfassen. 
Die benutzte Methode ist die folgende. Es wird zunächst die Klasse E der Funk- 
tionen f(x) betrachtet, für die f(x) e*!*! zu L(— ©, ©o) für alle e > 0 gehört. Wird 


oo 
Fr) = — f fi2) 9? dx - für. Rw>:0, 
ul 0) 
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gesetzt, so läßt sich f(x) so darstellen: 
1 i& +00 : 1 —ix+oo 
2 = —— F, (w) ei” dw + —— PZ(w) e”9? dx: 
RI a A ed 
- Die Funktionen F. und F_ sind in den Halbebenen $w>0 bzw. $w<0 ana- 
lytisch. Wenn man in (1) und (2) unter gewissen Bedingungen den Grenzübergang 


& — 00 
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%w-—0 machen kann, so erhält man reellvariablige Darstellungen für (2), m 
speziellen Fällen Fourier-Stieltjes-Integrale in folgendem Sinn: Es sei für fast alle 


© >0 

3 f(x) = — F,(w) e®* dw, 
x V?r i eh 
wo das Integral im Sinne eines Cesäroschen oder eines anderen Mittels verstanden 


sei. Ferner lasse sich F, in der Form darstellen: 
+ 00 


1 d3=+(t) 
F.w=—— | 
( +) iy?r a t— w 
wo 0. (t) in jedem endlichen Intervall von beschränkter Variation ist. Kann man bei 
Einsetzen von (4) in (3) die Reihenfolge der Integrationen vertauschen, so ergibt 
sich 


+00 
(5) - = [ erde, () für =>0. 
—i0o, ! 
Auch wenn dieser Prozeß nicht gerechtfertigt werden kann, wird die Bildung des | 
Wertes (4) und seine Verwendung in (3) als eine verallgemeinerte Methode, das | 
Integral (5) zu summieren, angesehen. Es wird gezeigt, daß in gewissen Fällen (5) | 
durch Cesärosche Mittel und allgemein durch Weierstraßsche Mittelsummiert werden 
kann, so daß also jene verallgemeinerte Methode im Grunde die Weierstraßsche ist. 
— Einer besonderen Betrachtung werden die positiv definiten Funktionen (wobei 
sich eine Erweiterung der Bochnerschen Bedingungen ergibt) und die Funktionen 
von beschränkter Variation unterzogen. Doetsch (Freiburg i. Br.). 


Castoldi, Luigi: Attorno a un limite notevole. Boll. Un. mat. Ital., III. S.4, 


128—129 (1949). 
2 


In der Arbeit wird bewiesen, daß lim 5 PrePfeos®dd—=0 oder + co ist 
B>+5%00 
für x<1bzw. > 1. Zu diesem Zweck wird das IntegrationsintervallO.../2 in 
zwei Intervalle 0...0(ß) und H(ß)...n/2 zerlegt, wo d(ß) durch 0 <H(ß) <n/2 
und z/2—#(ß) = arcsin (x B-1log ß) bestimmt ist. Sind J, und J, die Integrale über | 
die beiden Teilintervalle, so wird bewiesen, daßfüralle positivenoosich im J, = 0 
B—>+00 
ergibt. Weiter wird J, fürx > 1nach unten und für « < 1 nach oben abgeschätzt. 
n/2 
Daraus ergibt sich wegen J, + J, = ' ß* eos? dd die Behauptung. (Druck- 
ö 


fehler: Seite 129, Zeile 12 von oben it 0<9 <a/2 statt 0 > < n/2 zu lesen.) 
E. Göllmitz (Chemnitz). 

Delange, Hubert: On two theorems of $. Verblunsky. Proc.Cambridge philos. 
Soc. 46, 57—66 (1950). | 
Von 8. Verblunsky stammen folgende Sätze: Theorem I. Wenn f(x) in 

(— ©, ©0) integrabel ist und der Bedingung 0 <f(x) <1 genügt, so gibt es eine 
yon co (x), die in (— ©, 00) beschränkt und nicht abnehmend ist, von der Art, 

a 


exp ( [ Fa) =14 ED ar go, 
IE A A 
und umgekehrt [Proc. Cambridge philos. Soc. 42, 189—196 (1946)]. Theorem II. 


Wenn f(x) in (0, 00) integrabel ist und der Bedingung 0 <f(x) <1 genügt, so 
gibt es eine in (0, ©©) nicht abnehmende Funktion (x), so daß 


aa J zdAlz) < ©, sp} {&. ax) a 
0 fi) ipod: 5 


e—x 


für So a0, 


IS 


al 


und umgekehrt (dies. Zbl.29, 48). Während die Beweise von Verblunsk yauf einem 


Satz über die Darstellung einer in einer Halbebene harmonischen und positiven 


Funktion beruhen, gibt Verf. sehr einfache Beweise, die davon ausgehen, daß für 


‚ein f(x), das in einer endlichen Anzahl von Intervallen (a,, b,), . . -, (a,, d,) gleich 1 


ist und außerhalb dieser Intervalle verschwindet, die Gleichung eilt: { 


[,] 
: f(®) _ Cm)... -a,) _ 
m (! Kan) nee: 
Zerlegt man ®(£) in Partialbrüche: D(d)=1+ 5 so braucht man nur 
Tb, 
0 fürz<b,, 
o(2)=i 5 4, fürr>b, 
b; ST ; 

zu setzen, wobei o(2) nicht abnehmend ist wegen A,>0. — Verf. fügt noch den 


Satz hinzu: Theorem III. Wenn unter den Voraussetzungen von Theorem I die 


Funktion f(x) in dem Intervall (— ©0, x,) fast überall verschwindet, so ist o(x) für 


oo 
<< x, konstant und für x = x, stetig, ferner ist } nn 
%+0 0 
Umkehrung. — Mit Hilfe dieses Satzes kann man zeigen, daß Theorem II eine Folge 
von Theorem I ist. Doetsch (Freiburg i. Br.). 
‘ Mossaheb, G. H.: On differentiation and Denjoy-behaviour of functions of two 
real variables. Proc. Cambridge philos. Soc. 46, 28—45 (1950). 

I. Essei f= f(x, y) eine reelle, endliche Funktion, die definiert und Lebesgue- 
meßbar ist in der beschränkten Menge @ von positivem Maß [in der (x, y)-Ebene]. 
Verf. beweist: (1) Es sei A die Menge aller Punkte von Q, in denen die approximative 
Ableitung von f existiert für je eine Menge von Richtungen positiven Maßes. Dann 
ist f fast überall in A approximativ differenzierbar. (2) Demgengenüber gibt es 
stetige Funktionen, die in fast jedem Punkt einer Menge positiven Maßes in fast 
allen Richtungen eine Ableitung besitzen und die in keinem Punkt dieser Menge 
differenzierbar (nicht nur approximativ differenzierbar) sind. II. Bezeichnung: Es 
sei 09f(x, y) bzw. ©sf(x, y) die obere bzw. untere Derivierte der endlichen Funktion 
f=f(x, y) in (z, y) in der Richtung 0. Dann heiße 6 eine Denjoy-Richtung für f 
in (x, y), wenn die Derivierten für 6 Denjoy-Verhalten zeigen, d.h. wenn entweder 
09 (x, y) endlich ist mit OPf(z, y) =—0°+”f(x, y) oder OPf(x,y) = P+”f(x,y) = + ©0 
und wenn entweder ösf(x,Yy) endlich ist mit Gef(z,y) =— ®pırf(X, y) oder 
Oof(z, y) = dırf(%, y) =— ©. Verf. zeigt: Es gibt stetige Funktionen derart, 
daß jedem Punkt einer Menge positiven Maßes je zwei Mengen W, WR’ von Richtungen 
je von positivem Maß entsprechen derart, daß das Denjoy-Verhalten der Derivierten 
der Funktion in Richtungen aus W’ verschieden ist von dem Denjoy-Verhalten in 
Richtungen aus ®’. — Der Konstruktion einer solchen Funktion ist der größere 
Teil der Arbeit gewidmet. Haupt (Erlangen). 

Kober, H.: On singular funetions of bounded variation. J. London math. Soc. 
23, 222—229 (1949). 

Es sei f(t) in $= [0,a] eine eindeutige reelle Funktion von beschränkter 
Variation (kurz: b. V.). Es heißt f(t) singulär, wenn und nur wenn f(t) = 0 fast 
überall in %. Es wird gezeigt: (1) Es ist f singulär, wenn und nur wenn die Länge 
des über $ vermöge y= f(x) erklärten Bogens gleich a + V(f) ist, unter V(f) 
die totale Variation von f über % verstanden. — Im Zusammenhang mit (1) wird 
weiter bewiesen: (2) Ist y = f(t) nicht konstant, nicht abnehmend und singulär, 
so ist die Umkehrfunktion t=g(y) singulär; (3) Ist w(t) in $ stetig, b. V. und 
konstant in den Intervallen einer offenen Menge MC% vom Maße a, so heiße w 
eine Basisfunktion. Eine Funktion ist wachsende Basisfunktion, wenn und nur wenn 
die Umkehrfunktion eine wachsende Sprungfunktion ist; (4) Es sei y = f(t) in $ 
3 


<1; esgiltauch die 
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mit 0 = f(0), b = f(a), nicht abnehmend; ferner sei = g(y) = f und PR bzw. BR 


die Menge der t bzw. y mit f(t) > 0 bzw. ’(y) > 0. Ist dann 4 (y) L,-summierbar, 
so gilt die (bis jetzt nur für absolut stetige f bekannte) Transformationsformel 


[ Ay) dy = IE) fd) dt. Haupt (Erlangen). 
ge 


Finzi, Arrigo: Sur le probleme de la generation d’une transformation donn6e 
d’une eourbe ferm6e par une transformation infinitesimale. ©. r. Acad. Sci., Paris 
 228,.531—533 (1949). \ 

Verf. betrachtet Transformationen T{x’ = g(x)} einer geschlossenen Kurve 
in sich und interessiert sich besonders dafür, wann 7 durch den Lieschen Operator 
X =£(x)d/dx infinitesimal erzeugbar ist. Dies ist ersichtlich höchstens dann der 
Fall, wenn 1. T endliche Ordnung hat oder 2. keine Iterierte von 7 Fixpunkte be- 
sitzt. Im Fall 1. besitzt 7 bei differenzierbarem g(x) sogar unendlich viele infinite- 
simale Operatoren, während im Fall 2. auch beliebige Differenzierbarkeit von g(%) 
die infinitesimale Erzeugbarkeit von 7 nicht zur Folge zu haben braucht. Dieser Fall 
2. birgt eine Reihe von Problemen, die angedeutet werden. Unter anderem gilt, daß 
bei einer gewissen Lipschitzbedingung für g(x) „‚fast immer“ (im Sinne der Maßtheorie, 
wenn man g noch von einem weiteren Parameter abhängen läßt) der Fall der 
infinitesimalen Erzeugbarkeit vorliegt. Burau (Hamburg). 


Nikolaev, P. V.: Anamorphose von Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 68, 229—232 (1949) [Russisch]. N . 
Verf. gibt zum Problem der Anamorphose, d.h. der Darstellung einer Funktion 
F(t,,t,,...,t,) als n-reihige Determinante, deren Elemente in der :-ten Zeile jeweils 
nur die Variable t, enthalten, neue Beiträge, die sich sowohl auf die Bedingungen 
der Möglichkeit wie auch die wirkliche Herstellung einer solchen Darstellung er- 
strecken. Leider werden aber die überaus knappen Ausführungen des Verf. trotz 
der beigefügten Beispiele nicht recht verständlich, so daß eine ausführlichere Ent- 
wicklung erwünscht wäre. Brandt (Halle). 


Revuz, Andre: Sur P’&quation fonetionnelle f(f(x)) = x. Bull. Techn. Univ. 
Istanbul 1, 29—35 und türkische Zusammenfassg. 29 (1948). 

f(x) wird eine Darbouxsche Funktion genannt, wenn im beliebigen Intervall 
(a, b) f(x) jeden Funktionenwert zwischen f(a) und f(b) annimmt. Es gilt der fol- 
gende Satz: Ist f(x) eine Darbouxsche Funktion, welche den Bedingungen 
genügt: (*) z-f(x) >0, f(0)=0; flf(x)] =&, soist f(x) =x. — Ist f(x) keine 
Darbouxsche Funktion, so existieren Funktionen, welche den Bedingungen (*) ge- 
nügen, ohne sich auf & zu reduzieren. St. Fenyö (Budapest). 

Agmon, Shmuel: Sur P’&quivalence des elasses de fonetions ind6finiment deri- 
vables sur un demi-axe. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 350—352 (1950). 

M,„(n =1) etant une suite de nombres positifs, soit C{M,} la classe des fonc- 
tions bornees et indefiniment derivables dans [0, ©) telles que | (x)| < kr M,, 
k > 0 dependant de f(x). Le probleme d’&quivalence pose par Carleman [Les 
 fonetions quasianalytiques, Paris 1926] consiste ä donner des conditions pour que 
deux suites M,, et A, definissent la m&me classe. Le probleme analogue a 6&t& r&solu 
pour l’intervalle (— ©0, 00) par Mandelbrojt [Series de Fourier et classes quasi- 
analytiques de fonctions, Paris 1935; ce Zbl. 13, 110] et Gorny [Acta math., Uppsala 
«1, 317—358 (1939) ; ce Zbl. 22, 154; cf. aussi Bang, Om quasi analytiske Funktioner 
Kjobenhavn 1946], pour un intervalle borne par H.Cartan et Mandelbrojt 
[Acta math., Uppsala 72, 31—49 (1940); ce Zbl.23, 56]. Pour le cas ici envisage 
Mandelbrojt avait demontre en utilisant uneinggalitede Gorny (l.c.)etH.Cartan 
[Aectual. sci. industr. Paris, Nr. 867 (1940)] le resultat suivant. En posant N, — n® M 
soit log N7, la plus grande minorante convexe de log N, et posons encore N e— mM d. 
Alors la condition MI< K"A,(K > 0) suffit pour avoir O{M,}C ca BR L’A. 
demontre que cette condition est aussi necessaire. Horvath (Paris). 


"Mulholland, H. P.: On generalizations of Minkowski’s inequality i in ehe form of 
2 triangle inequality. Proc. London math. Soe., II. $. 51, 294-307 (1950). 
Es sei D(x) für x >0 monoton wachsend und Konves P(0)=0 und für 


a=(@...4,), a,>0, sei Sala) = B- ; Fo), Mola)= PD (m 2a) 


mit m, >0, 5 m, = 1 gesetzt. Dann gilt: (SS) So(a-+ b) < Sala) + Sa(b), 


i=1 

| wenn log®(e) konvex für —09o<t< -+ 09 (MSI)Me(a+ 5) <Mol(a) + Me(b), 
‚ wenn ® stetig ala und —log |®’(e)| konvex für — o<t<-+ 00, 
Se Se ((a + b)/2) < (Sala) + So(b)), wenn D ie differenzierbar und. 


Er) konvex für 0<x<+0; (MM) Mo(® )s; <;z (Mo(a) +Ms(b)), wenn 


\® ea) stetig differenzierbar und — ®’(z)/D”’(x) konvex für 0O<x<+ 0. 
‘ — Als neu davon werden (SS) und (MS) bewiesen. Die Bedingung von (SS) ist 
ı schwächer als die von Motzkin (Congr. intern. Math. Oslo 1936, II, 137—138). 
' Für diese hinreichenden Bedingungen werden zum Teil äquivalente Formulierungen 
gegeben, ferner werden Zusammenhänge dieser Ungleichungen untereinander bzw. 
mit den gegensinnigen Ungleichungen untersucht. Das gleichzeitige Bestehen von 
zwei’ Ungleichungstypen führt aut ®=Cx*, oder Clogax, oder Ce**. Die 
Konvexität von ® ist für alle 4 Ungleichungen notwendig. Die Aufstellung 
‚von einfachen notwendigen und hinreichenden Bedingungen bietet für die ersten 
| drei Typen gewisse Schwierigkeiten wegen des Mitspielens einer Funktional- 
ungleichung der Form F(a+b) <F(a)+F(b). In dieser Richtung könnte, 
wie durch Beispiele angedeutet wird, Klassifikation hinsichtlich des asymptotischen 
Verhaltens von ® für &—0 bzw. + 00 zu weiteren Ergebnissen führen. 
Aumann (Würzburg). 


Wilkins jr., J. Ernest: A bound for the mean value of a funetion. Bull. Amer. 
i math. Soc. 55, 801—803 (1949). 
Ist f(t) eine meßbare Funktion in 0<st<I, für die |f()| Si und 


Ste (2n + 1)tdt= 0 ist, dann wird 
ö 


70) dt <4 (n + 1) [are sec 2(n + 1) /[@rn + 1) a] —1/(2n +1 


} 
N 


Das ler sichen gilt für die Funktionen, deren Wert —1 oder +1lin 
[2pr + arc sec (2 (n + 1))]/(2n + 1) St S[(2p + 1) n—are sec (?(n + 1)]/(2r +1) 


(p=0,1,...,n) und +1bzw.—1 in den übriggebliebenen Strecken des Inter- 
valls (0, x) ist, höchstens mit Ausnahme einer Nullmenge — und nur für diese 
Funktionen. — Es wird für die gefundene Abschätzung keine Anwendung gegeben. 


Aezel (Miskolec). 


Pölya, 6.: On the harmonie mean of two numbers. Amer. math. Monthly 57, 
26—28 (1950). 


Von einer unbekannten Größe x weiß man, daß sie zwischen zwei positiven Schranken 
liegt: 1)a<x<b (2)0 <a<b. Bei Wahl eines Näherungswertes p für x entsteht ein Fehler 
— x und ein relativer Fehler (p — x)/x. Die Aufgabe, das Risiko des Fehlers oder des relativen 
Fehlers zu einem Minimum zu machen, gibt zu folgenden Fragestellungen Anlaß: I. Gesucht 
En az] p— x|) und p unter den Bedingungen (1) und (2). 1I. Gesucht a az Ip — «|/x) 


End p er den Bedingungen (1) und (2). Die Lösung von I ist Dekan Be (a + b) % 
en nee p—x|)= (b—a)/2. Als Lösung von (2) findet Verf. p= 2ab/(a + 


a Min (I (Max Ip — x|/x) = (b—a)/(b + a). H.L. Schmid (Berlin). 
E- Alberti, Furio: Maxima and minima of areas. Amer. math. Monthly 57, 173— 


176 (1950). 
oe BE 


Ana 


, . Ft en di; RE N = 
36 | a 


Allgemeine Reihenlehre: 


e Wall, H. $.: Analytie theory of eontinued fraetions. New York: D. van | 
Nostrand Company, Inc. 1948. XIII, 433 p., $ 6,50. 


Verf. gibt in seinem Buch eine eingehende Darstellung der Theorie der analy- 
tischen Kettenbrüche. Er bringt vor allem die neueren Ergebnisse, die seit dem 
Erscheinen der 2. Auflage des Lehrbuches von Perron „Die Lehre von den Ketten- 
brüchen“ im Jahre 1929 erzielt wurden. Aus dem Buch geht hervor, daß Verf. und | 
seine Mitarbeiter in den verflossenen 20 Jahren von 1930—1950 wohl die meisten 
Beiträge zur Weiterentwicklung der Theorie geliefert haben. — Das Buch ist in 
zwei Abschnitte, die als Konvergenztheorie und als Funktionentheorie bezeichnet 
sind, unterteilt. Der erste Teil, die Konvergenztheorie, enthält auch gleichzeitig die 
meisten der vom Verf. selbst stammenden Ergebnisse: 1. Die parabolischen Sätze 
über die Konvergenz von Kettenbrüchen. Hier wird gezeigt, daß ein Kettenbruch, 
dessen Teilnenner gleich 1 sind, auch noch konvergieren kann, wenn seine Teilzähler 
in der komplexen Ebene innerhalb eines von einer Parabel begrenzten Gebietes 
liegen. — 2. Die Untersuchungen über die Konvergenz positiv definiter Kettenbrüche 
(ein Begriff, der vom Verf. geprägt wurde). Ein Spezialfall, der ebenfalls vom Verf. 
eingeführt und untersucht wurde, sind die sogenannten J-Kettenbrüche. — In 
Kapitel I, II und III werden neben den Grundformeln verschiedene bekannte 
Sätze aus der Konvergenztheorie abgeleitet sowie am Schluß des Kapitels III die 
oben bereits erwähnten parabolischen Sätze. In den Kapiteln IV und V werden 
die positiv definiten Kettenbrüche und die J-Kettenbrüche behandelt. Bei seinen 
Beweisen bevorzugt Verf. funktionentheoretische Methoden. Die für die Beweise er- 
forderlichen Hilfsmittel wie die Schwarzsche Ungleichung und der Stieltjes-Vitalische 
Konvergenzsatz werden im Buch selbst erarbeitet. Kapitel VI und VII bringen 
eine Anwendung der Sätze aus Kapitel V auf einige bereits bekannte Konvergenz- 
sätze sowie eine Erweiterung der parabolischen Sätze. In Kapitel VIII werden die 
Zusammenhänge untersucht, die zwischen den Teilzählern eines Kettenbruches und 
seinem Konvergenzbereich bestehen, falls die Teilnenner des Kettenbruches gleich 1 
sind. Im zweiten Teil des Buches, der funktionentheoretischen Betrachtungen 
gewidmet ist, bringt Verf. in Kapitel IX zunächst den Zusammenhang einer ratio- 
nalen Funktion, deren Zählerpolynom vom Grad n und deren Nennerpolynom vom 
Grad (n— 1) ist, mit dem zugehörigen J-Kettenbruch. In Kapitel X werden die 
Beziehungen aus Kapitel IX zusammen mit früher besprochenen Konvergenzsätzen 
zur Gewinnung von Sätzen über die Wurzeln algebraischer Gleichungen sowie zur 
Auflösung derselben verwendet. Diese Methode der Wurzelbestimmung stammt 
von E. Frank und Verf. In Kapitel XI und XII wird die Entwicklung von J-Ketten- 
brüchen in Potenzreihen unter Verwendung orthogonaler Polynome behandelt sowie 
der Zusammenhang der J-Kettenbrüche mit der Matrizentheorie. Kapitel XIII, 
XIV, XVI und XVII handeln vom Stieltjesschen Integral, den Stieltjesschen Ketten- 
brüchen sowie vom Momentenproblem für beschränkte und unbeschränkte Inter- 
valle und den zugehörigen Kettenbruchentwicklungen, ferner von der Hausdorff- 
schen Summierbarkeit im Zusammenhang mitdem Momentenproblem. In KapitelXV 
werden die beschränkten analytischen Funktionen und ihre Kettenbruchentwick- 
lungen untersucht. Kapitel XVIII und XIX enthalten eine reiche Sammlung von 
Kettenbruchentwicklungen verschiedener Funktionen, abgeleitet aus dem Gauß- 
schen Kettenbruch und dem Stieltjesschen Integral, während in Kapitel XX kurz 
die Padösche Tafel und ihr Zusammenhang mit der Theorie der Kettenbrüche be- 
sprochen wird. Den Schluß des Buches bildet ein Verzeichnis von 143 im Buch zi- 
tierten wissenschaftlichen Abhandlungen. Die im 2. Teil des Buches verwendeten 
Originalarbeiten des Verf. befassen sich, von dem Beitrag zur Gleichungstheorie ab- 
gesehen, meist mit Erweiterungen und V erallgemeinerungen von schon länger be- 
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kannten Ergebnissen. — Der Wert des Buches liegt vor allem darin, daß die neueren 
Ergebnisse der Kettenbruchlehre in einem Lehrbuch übersichtlich zusammengestellt 
wurden. Der Vollständigkeit halber wäre es jedoch zu empfehlen, in einer neuen 
Auflage auch noch einige klassische Sätze, wie beispielsweise das Pringsheimsche 
Konvergenzkriterium (Perron, a.a.O. Seite 254), aufzunehmen. Besonders hervor- 
zuheben und für den Studenten sehr nützlich sind die Übungsaufgaben, die jedem 
Kapitel angefügt sind. — Das reichhaltige Lehrbuch, das nun neben dem bekannten 
Lehrbuch von Perron als zweites Buch die analytische Theorie der Kettenbrüche 
behandelt, verdient jedenfalls zur Förderung der Kettenbruchlehre eine entspre- 
chende Verbreitung. Josef Mall (Pfarrkirchen). 

Markovitch, D.: Quelques remarques sur les progressions arithmötiques. Vesnik 
Drustva Mat. Fis. Srbije 1, 17—20 und russische und franz. Zusammenfassg. 21 
(1949) [Serbisch]. 

Dans une progression arithmetique d’ordre k, dont les differences 
Da, w#=0,1,2,...,k) sont positives, on peut comparer la somme 8, des n termes 
"consecutifs avec la somme 87 de ! termes cons6eutifs qui suivent apres n. — L’A. 
montre que le rapport 87/S, se trouve entre les limtes 


ne, nl N S7 n+I\//k+1 
( 1. ee n ja 
qui dependent seulement de n, !, k, et ne dependent pas de A”’a, > 0. Lorsque 
le nombre de termes n croit, la limite superieure du rapport 7/8, decroit, et sa 
valeur tend vers (1 + u)"*!—1 quand n croit indefiniment (u = In et k supposes 
fixes). Autoreferat. 

Ward, Morgan: Memoir on elliptie divisibility sequences. Amer. J. Math. 70, 
31—74 (1948). 

[Zum folgenden s. a. dies. Zbl. 32, 14.] Eine elliptische Teilbarkeitsfolge (im 
folgenden kurz: ETF) ist eine Zahlfolge (h):hy,hy,-..‚R,„,... mit drei Eigen- 
schaften: A. (Ganzzahligkeit): Alle h, sind ganzrational; B. (Additionstheorem): 
Alle h, genügen der Funktionalgleichung 


(1) hntn mn = Amsı im an Ann m manzi); 

C. (Teilbarkeit): h, |h,, für n| m. — Die Theorie des Verf. zerfällt in einen elemen- 
taren und einen transzendenten Teil. Im elementaren Teil werden zunächst (im 
übrigen beliebige) Zahlfolgen (A): AyAy:-- 4m... als zulässig ausgezeichnet, 
wenn für sie = 0, A —=1, {Ay, As} = {0,0}. Es bestehen folgende Struktursätze: 
1. Eine zulässige Folge (A), die dem Additionstheorem genügt, ist dann und nur 
dann eine ETF, wenn A,, A,, A, ganzrational sind und A,|A, gilt; (A) ist durch A,, Ag, A, 
eindeutig bestimmt. 2: Wenn in einer zulässigen Folge (A), die dem Additionstheorem 
Bonligt, A, = A, = 0 fürein n>0, soist %,=0 für kZ 3. —  Def,: Eine 
ganzzahlige zulässige Folge (A) heißt durch ein natürliches m teilbar, wenn ZN 
für ein k>0. Gilt ml}, für ein o > 0 aber m/A, für kein r mit 0<r<o, ro, so 
heißt o ein Nullrang von m in (A). — Im folgenden sei (h) eine zulässige ETF. Es 
gilt weiter: 3. (h) ist durch jede Primzahl p teilbar; p hat in (h) wenigstens einen 
 Nullrang <2p+1. 4. Bezeichnet o den kleinsten Nullrang von p in (h) und ist 
a) ho. = Op), sogilt h, = 0(p) genau dann, wenn n== 0(p); ist aber b) EAN), 
so gilto <3 (also p|h, oder h,) und h, = 0(p) fürn >o. 5. p hat genau dann genau 
einen Nullrang, wenn nicht p|(h,,h,); für (h,,h,) = 1 gilt, wie früher bewiesen, 
(h„, h,) = Rm,n). — Def.: Eine Folge rationaler A, (n > 0) heißt rein- bzw. grenz- 
periodisch mod p mit der Periode x, wenn A,4„ = 4,(p) für alle bzw. alle hinreichend 
großen n, und x die kleinste natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft bedeutet. — Die 
Periodizitätseigenschaften der ETFn ergeben sich aus ihrer Uniformisierung durch 
elliptische Funktionen, die gleichzeitig die Herkunft des Additionstheorems (1) auf- 
klärt: 6. Zu jeder zulässigen ETF (k) mit h,h, +0 gibt es zwei rationale Zahlen 


95, 95 und ein komplexes u derart, daß h, = y,(u) = on u) o(u)"; dabei haben | 
99, 93, u, (u) die traditionelle Bedeutung der Weierstraßschen Theorie, von der 
die Objekte: p (u), p’’ (u), 99, 93; A sich als Polynome in h,, hy, h, mit numerischen 
Koeffizienten als darstellbar erweisen. Auf dieser transzendenten Grundlage gelingt | 
der Beweis der folgenden Sätze: 7. Wenn p > 3, (P, h,, hz) = 1, so gilt für passende | 
ganzea,b: hm=abh, Wsn<o), dhır=—bh, (k>0) mod p, wobei 
h,ho za ho, ab= h,_1(P). 8. (h) ist rein-periodisch mod p für (9, ha, hh) = 1, 
grenz-periodisch mod p für plh;h,. Im ersten Falle erhält man die Periode x in. | 
der Gestalt m —=or, wo tzunächst als kleinste natürliche Zahl mit (— by" =a’=1(p) | 
und daraus durch die Ordnungen von h, has und von h, , mod p elementar bestimmt | 
wird. — Def.: Zwei beliebige Folgen (u), (v) heißen äquivalent, wenn u, = AD 
für alle n > 0 und ein festes c +0. Eine zulässige ETF (h) mit hah, #0 heißt 
singulär, wenn der in 6. genannte Wert A verschwindet. — 9. In der Uniformisierung 
entspricht die Äquivalenz h,— hl, = cn, der Transformation u—w = ujc, 
99 = go 93a > 93 = 6° 95, weswegen (h’) zugleich mit (k) singulär ist. Singu- 
läre zulässige ETFn besitzen eine ganzrationale Parameterdarstellung von Ah,, hz, h, 
durch zwei ganzrationale Parameter und sind daher zu },—=n oder einer von 
Lucas eingeführten Folge U,, äquivalent. — Zum Schluß werden zunächst spezielle 
(nichtzulässige) ETFn diskutiert. Dabei ergibt sich eine Übersicht über die sämt- 
lichen Lösungen (h) des Additionstheorems (1), soweit sie nicht trivial sind, d.h. 
soweit nicht alle A, mit höchstens endlich vielen Ausnahmen verschwinden: Außer 
h, = ce lo(n u) o(u)* treten nur drei Typen von Äquivalenzklassen elementarer 
Folgen (h) auf. Ferner werden die absolut-periodischen Lösungen des Additions- 
theorems (1) und eine Vermutung von Lucas diskutiert. Petersson (Hamburg). 


Dvoretzky, Aryeh: On monotone series. Amer. J. Math. 70, 167—173 (1948). 

Die Untersuchungen des Verf. liefern einen Beitrag zu der Frage, ob und 
inwiefern sich die Glieder konvergenter Reihen von denen divergenter Reihen 
unterscheiden. Es bedeuten 2’c, und 2d, irgendwelche Reihen mit positiven, 
monoton zu Null abnehmenden Gliedern, deren Konvergenz bzw. Divergenz bekannt 
ist. Weiter bezeichne N (m) die Anzahl der Glieder, für die (l)e,>d,(n = 1, 2...., m) 
gilt und es sei A(m) = N (m)/m. Bekanntlich hat Pringsheim gezeigt, daß es zu 
jeder konvergenten 2'c, stets divergente Reihen I'd, gibt, so daß unendlich oft (1) 
gilt. Die Frage nach der Häufigkeit (bzw. Seltenheit) des Eintretens von (1) be- 
antwortete kürzlich R. W. Hamming [Monotone series, Amer. J. Math. 68, 133—136 
(1946)], indem er die Grenzbeziehung (2) lim A (n) = 0 nachwies. Andererseits gab 
er aber auch ein Beispiel, für welches (3) im A(n) =1 zutrifft. (2) ist in dem 
folgenden Ergebnis von Hamming enthalten: Satz 1’: Für jedes e>0 undk >1 
gibt es unendlich viele r, (r, > oo) derart, daß A(n)< e fürallenmit v, <n< kr, 
gilt. — Hiervon beweist Verf. die folgende Verallgemeinerung. Satz 1: Für jedes 
K>1 gibt es unendlich viele R, (R,—> ©) derart, daß c,<d, für alle n mit 
R,s£n<KRr, gilt. — Bezeichnet P(m) bzw. Q(m, &) die Anzahl der aufeinander- 
folgenden Indizes n > m, für welche ce, <d, bzw. A(n)< e gilt (0 <P(m) < oo; 
0 <Q(m, €) < 0), so wird Satz 1’ gleichbedeutend mit der Aussage im Q(n, &) n=©o 
für jedes e > 0 und Satz 1 ebenso mit lim P(n)/n = 00. An Beispielen wird nach- 
gewiesen, daß sich (2) und die Sätze 1 und 1’ nicht verbessern lassen. Verf. beweist 
nämlich den Satz 2: Wächst die Folge {g,} positiver Zahlen genügend langsam 
über alle Grenzen, so gibt es Reihen &c, und Id,, für die lim 9, An) =, 
lim P(n)/(ng,) = 0, lim Q(n, 1— e)/(ng,) =0 für jedes &> 0. — Andererseits 
gelangt Verf. in Verfolgung des Sachverhaltes (3) zu dem Satz 3: Genügt die Folge 
positiver Zahlen {G,,} der Beziehung lim @,/n = 0, so gibt es Reihen Ic, und X d.. 
für die lim G,(1— A(n)) = 0 ist. — Diese Aussage läßt sich ebenfalls nicht weiter 
verbessern. Garten (Tübingen). 


er [5#23 39 
Szäsz, Otto: Quasi-monotone series. Amer. J. Math. 70, 203—206 (1948). 
Verf. nennt eine Folge {a,} von positiven Zahlen ‚„‚quasi-monoton“, wenn für 

eine nicht , Konstante x und alle n>n,(x) die Ungleichungen 
- A) a, Sa,(1+x/n) gelten. Die entsprechende Erklärung von ee 
tionen a (x), ai. für <>0 definiert sind, daß (1) 0 <a(x+y) <(l+a/le)a 

für >1, 0<y<1 sein soll. In Verallgemeinerung gewisser ae Sn 
R.W. Hamming [Monotone series, Amer. J. Math. 68, 133—136 (1946)] und 
A. Dvoretzky (s. vorsteh. Referat) untersucht Verf. einige Eigenschaften quasi- 
monotoner Reihen. Er beweist zunächst den Satz 1: Bilden die natürlichen Zahlen An 
eine beständig wachsende Folge mit der Eigenschaft A, 1—4,=0 (A, Bi 
(n — ©0) und ist die Folge {a,} quasimonoton, so sind die Reihen 2 a, und 
2 (A, — A,_1) 4, entweder beide konvergent oder beide divergent. — Daraus ergibt 
sich als Folgerung: Wenn 2b, eine andere quasimonotone Reihe ist und a,, >cb,, 
gilt, so folgt aus La, < ©, "daß auch 2b, < oo. (Der Satz 1 von Dvor etzky 
ist hierin als Spezialfall enthalten. ) Entsprechende Er gebnisse gelten für uneigent- 
liche Integrale. Satz 2: Setzt man in einer Dun OnCtODSN Funktion a(n) = a, 


(nz=1,2,...), sosind die Reihe 2a, und das Integral iR: a(x) dx entweder beide 


konvergent oder beide divergent. — Ferner gelingt dem Werk die Erweiterung eines 
für monotone Funktionen bekannten Satzes auf a anne Funktionen: 


Satz 3: Wenn (1’)giltunda(x) R-integrierbar ist, gilt h > a(vh) fat x) dx (h0), 
BE 
sofern nur das uneigentliche Integral existiert. en (Tübingen). 


Alexits, Georges: Sur la convergence des series orthonormales lacunaires. 
Acta Univ. Szeged., Acta Sci. math. 13, 14—17 (1949). 
Sei {p,(x)} ein im endlichen nl (a, b) definiertes orthonormales System 


von Funktionen. Die Funktionalreihe 23 %9,(2) (*) wird A,-lückenhaft (,A,-la- 


ee] genannt, falls die Anzahl a eh 2” und 2”+!1 Jiegenden Indizes k 
mit c;==0 gleich O(A») ist. Die}, (n=1,2,...) bilden eine Folge von nicht- 
abnehmenden positiven ganzen Zahlen. — Es gilt der von 1.S. Gäl [C. r. Acad. 
Sci., Paris 227, 1140—1142 (1948)] herrührende Satz: Ist die Funktionalreihe (*) 
fast überall (C, 1) summierbar und },-lückenhaft, so folgt aus der Konvergenz von 


53 c2 (log A,)?, daß die Reihe (*) in (a,b) fast überall konvergent ist. Nach 
n=1 


Angabe eines äußerst einfachen und eleganten Beweises des erwähnten Satzes 

zeigt Verf. folgende Tatsache: Ist fw(n)} eine nichtabnehmende Folge positiver 

Zahlen, welche der Bedingung 
(log log n)? < w(n) = 0 [(log n)?] 


00 
genügt, so läßt sich eine orthonormale Funktionenreihe N c,9,(x) konstruieren, 


- welche 1. fast überall in (a, b) summierbar, 2. A,-lückenhaft, 3. überall divergent ist 
und die Reihe B5 c2 w(n) konvergiert. St. Fenyö (Budapest). 
»=1 
Agnew, Ralph Palmer: Methods of summability whieh evaluate sequences of 
zeros and ones summable C,. Amer. J. Math. 70, 75—81 (1948). 

„It is the object of this paper to show if A is a method of summability belonging 
..t0o& general class, and if each divergent sequence of zeros and ones which is evaluable 
, by the Cesäro arithmetic mean method 0, is evaluable A to the same value, 
_ then A must be regular“. — Es sei a,(t),ag(t),... eine Folge komplexwertiger 
Busen die auf einer einen Häufungspunkt 4, besitzenden Punktmenge 


un aser, a 
T eines metrischen Raumes definiert seien. Die Folge s, m =1, 2, 2) heiße ; 
A-limitierbar zum Wert o (geschrieben: A-lims, = 0), wenn die Funktion 


y 3 Ew i I 


o(t) = S a,(t) s, existiert für alle t aus T, und wenn o(t)>o strebt für # >t,. | 


— 
=1 


A heiße regulär, wenn aus lims, —s stets A-lim s, = 8 folgt. Satz 1: Es sei | 


A-lim s, = O,-lim s, für jede divergente, nur Glieder 0 oder 1 besitzende und 
C,-limitierbare Folge s,; dann ist A regulär. Dies ist enthalten in dem schärferen 


Satz 2: Es sei A-lim s, = 1/2 für jede nur Glieder 0 oder 1 und von einer Stelle 


an die Form 0,1,0,1,0,1,... besitzende Folge s,, und es sei A-lim s, — 0 für 
jede divergente, nur Glieder 0 oder 1 besitzende Folge s,, für die C',-Iim s, — 0 ist; 
dann ist A regulär. Verf. beweist, daß unter den Voraussetzungen des Satzes 2 
die bekannten, für die Regularität von A notwendigen und hinreichenden Bedin- 


oo 
gungen erfüllt sind. Die Hauptarbeit verursacht die Bedingung imsup I a, (|<. 
t>tbo k=1 


Verf. benützt zum Nachweis ihrer Erfülltheit ein Ergebnis einer eigenen früheren 
Note [Bull. Amer. math. Soc. 53, 118—120 (1947)] und den folgenden Hilfssatz: 
Zu n komplexen Zahlen 2,,...,2, gibt es stets n Zahlen ®,,...,6,, die nur der 


Werte 0 oder 1 fähig sind, so daß B3 2.) S 6 3 0. A ist. Aus Satz 2 folgt noch 
k=1 =1 


leicht Satz 3: Essei A-lim s, = 1/2 für jede nur Glieder 0 oder 1 besitzende Folge s,,, 
für die O,-lim s, = 1/2 ist; dann ist A regulär. — Da nach E. Borel [Rend. Cire. 
mat. Palermo 27, 247—271 (1909)] fast alle nur Glieder 0 oder 1 besitzende Folgen 
O,-limitierbar zum Wert 1/2 sind, folgt aus der Voraussetzung des Satzes 1, daß 
fast alle nur Glieder 0 oder 1 besitzende Folgen A-limitierbar zum Wert 1/2 sind. 
Daraus allein folgt aber, wie Verf. unter Verwendung eines Rademacherschen Satzes 
[Math. Ann., Berlin 87, 112—138 (1922)] zeigt, noch nicht, daß A regulär ist. 
Meyer-König (Stuttgart). 
Celidze, V. G.: Eine Erweiterung des Satzes von Frobenius auf Doppelreihen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 553—554 (1948) [Russisch]. 
Timan, M. F.: Über die Abelsche Summierbarkeit von Doppelreihen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 1129—1132 (1948) [Russisch]. 

In the preceeding papers [same Doklady, Celidze, 53, 691—694 (1946); 
Ogieveckij 58, 1893—1896 (1947) and Celidze, Ber. Akad. Wiss. Grusinisch. 
SSR 8, Nr. 6 (1947); the last paper was not available to the reviewer] there was 
proved a series of theorems of increasing strength about the generalization to double 
series of the Abel’s theorem and of theinclusion (©, 1)C A. — Intthe first of the papers 
under review Celidze remarks that his last result contains that of Ogieveckij. 
This result is in turn a spezial case (for «= ß=1) of the following theorem of 


n oo 

Timan [second paper under review]: If the double series N a,„, is (0, &,ß) 
Mm,n—=O 

summable to s and if its (Ü, x, ß) means have the properties pn =0o(mP+!) for any 

fixed n, 0, = 0 (n”*1) for any fixed m, then the series is restrictedly A-summable 


{ee} 
to 8, that is: for any 1.21, 3, a, ya ste —1 
M,N= 


i y—L and 
Syn. G.G. Lorentz (Toronto). 


Azpeitia, A. G.: Über Potenzreihen. Gaz. mat., Madrid, I. Ser. 2, 15—17 (1950) 
[Spanisch ]. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: | 


Natanson, I. P.: Über den Grad der Annäherung einer stetigen 2r-periodischen 


Funktion durch ihr Poissonsches Integral. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 72 
11—14 (1950) [Russisch]. i 


Si EA Et 3 
Su ES TEAEN 
An 3, 

BR IR 


ee 


Sei f(x) eine nach 27 periodische, stetige Funktion mit dem Stetigkeitsmodul 
©(ö); o(x, r) soll die uweichung von f(x) vom Poisson-Integral 


Pan. So en d, O<r<)) 


eure (—x)+r? 
‚, bezeichnen. Es wird barkeit daß 
o(z,r) <K(r) w((1— r) log d=n)|), 
wo K(r) eine gewisse, von f unabhängige, in jedem Intervalle O<n,sr<si 
beschränkte Funktion ist. Wenn f(x)ELip,&, d.h. 
f(x) — f(&)| = Er 2%, 
so wird im Falle x =1 


(1) o(z,r) S2mt(1—r)llog (I—-r)| + Kr) i— nr), 
und im Falle Oo <a<1 ! 
(2) o(z,r) Z(1— r)* sec (« #/2) + K,(r) 1—r); 


hier sind K,(r), K,(r) wieder Funktionen, die in jedem Intervall O<r,<r<I 
beschränkt sind. Für die periodische Funktion € Lip, «, die in (—r,r) gleich |x|* 
ist, äst o(0, r) gleich der rechten Seite von (1) bzw. (2). [Ref. bemerkt, daß K, (r),, 

2208 (r) sogar so gewähit werden können, daß sie im ganzen Intervall O<r<1 be-. 
schränkt sind.] Bela Sz.-Nagy (Szeged). 

Pollard, Harry: The mean convergence of orthogonal series. II. Duke math.. 
J. 16, 189—191 (1949). 

Fortsetzung der Arbeit II gleicher Überschrift, die in dies. Zbl. 32, 406 besprochen 
ist. Es werden hier die in der Besprechung ® von II benutzten Abkürzungen, 
Formel-Nrn. usw. verwendet. — Verf. dehnt in III seinen in II über Gegenbauers. 
Reihe bewiesenen Satz ® auf die nach den Jacobischen Polynomen fortschreitende 
Reihe aus, indem er die Gewichtsfunktion w(z) = (1— x) (1+ x); «,ß 2— # 
betrachtet. Er gelangt zu folgenden Ergebnissen: A. Gehört f(x) zu L4 bei einem 
Werte von p aus dem Spielraum M <p<m [vgl. ® (8)], so konvergiert die zu 
f(x) gehörige Jacobische Reihe [®, (1)] im Sinne von [®, (4)] gegen f(x). B. Das 
trifft nicht zu, wenn p< M oder p > m. — Zum Beweise von A gebraucht Verf. 
seinen Satz h; dazu zeigt er, daß w(x) die Bedingung H, erfüllt. — Als Gegen- 
beispiel im Sinne der Aussage B dient ihm die Funktion f(x) = (1— x)"*!2=3!#; 
dabei nimmt er x >ß an, so daß M = 4(x + 1)/(2 + 3). Koschmieder. 

Mitra, S. €.: On the sum of a series analogous to Fourier series. J. Indian math. 
Soc., n. 8. 13, 159—164 (1949). 


The series 
27 oo 27 
7 [tod+ e DS fo cos [rr sin Rn (b— »)| dt 
ö Erz = x 
equiconverges with the Fourier-series of f(z). Horvath (Paris). 
Civin, Paul: Approximation in Lip (&, p). Bull. Amer. math. Soc. 55, 794—796, 
(1949). 


Let Lip(«,») (!<p = ©, 0<x< 00) denote the class of measurable 


1/p 
functions with M,( n-(J Fire) x) |P ie) < oo and 


E17 1/p 
| S If +m-f(«)P ie) = 0(h>) ash —0. 
I£ f(x)e Lip (x,p) and P,(x)isa sequence of trigonometrical polynomials [P, (x) 
. being of order n] En that Mm, —-P,) =Kn>, then M,(P,), s Al—o)Ini® 
a <Alog n for hand M Be) Bee for 
ere2100; The method of proof isthat of Zamansky (this Zbl.29, 27). Horvath. 


42 | re 


Zamansky, Mare: Sur Papproximation des fonetions continues. Ö. r. Acad. 
Sci., Paris 227, 1011—1013 (1948). | 

The au. presents some new results on the uniform approximation of eontinuous 
periodic functions by trigonometric polynomials. For the polynomial P,(z) of the | 
best approximation, an estimate of P,(x) is given. Approximation of conjugate | 
functions and conditions for the convergence of the conjugate Fourier series are | 
studied. Finally, for some methods of approximation (for instance for the Fejer 
and Jackson sums) the „classes of saturation‘“ are discussed, which consist (for & 
‘given method) of all functions with the best possible order of approximation. 

@.@. Lorentz (Toronto). 


Ditkin, V. A.: Zur Frage der formalen Multiplikation trigonometrischer Reihen. | 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 1495—1498 (1948) [Russisch]. 
— 


[00} 
Using the properties of the normed ring of functions (1) f(x) = e3 c,, 2 such 


that ||| = I je,|a„ < + ©, ©, is a given sequence with &,, = 01% 
1<o,<C,|n andr>0 is an integer, the au. proves the following theorem. 
+00 
Let I |c,)&,< + ©, |,=@,,'0, = 2% Syn and let s(x), o(x) be the 
formally (r + 2) times integrated trigonometric series with coefficients s_, and 0_,, 
so that. for instance s(e) = sa/(r +2)!+ 3 s, in)” etr=. Then, if 
n=0 


o(x) is a polynomial in x of degree < (r + 1) in an interval free of zeros of the 
function f(x), s(x) has also this property. @.@. Lorentz (Toronto). 


Lozinskij, S.: Verallgemeinerung eines Satzes von S. N. Bernstein über die Ab- 
leitung eines trigonometrischen Polynoms. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 55, 
9—12 (1947) [Russisch]. 

The au.’s aim is to generalize the well known inequality of S. Bernstein 
[C. r. Acad. Sci., Paris 176, 1603—1605 (1923)] and other related inequalities for 
entire functions of exponential type to functions of several variables. If 
= fl2.-..,2,) is an entire. fünction ofs,ther 2, ty, (suchetha 
If@)| < C exp {R Vy +4 ya} ‚ then for any real x and any direction lin the 
space,of’the real. = (a... 2), 


IR {Dif(@) cos + R f(x) sin a} |< [If]. 


Here |jf|| is either the supremum of |f(x)| in the x-space, or one of the norms generaliz- 
ing those used in the theory of almost periodie functions. In particular, any function 


(1) a...) = Jet tin) d, F(E) ; 

where the integration is taken over the sphere 4 + ':+1%,<R? and F(E) is 
completely additive, has the above property. For functions (1), generalizations of 
the inequalities of Szegö [Schr. Königsberger Gel. Ges., naturw. Kl. 5, 59—70 
(1928)] are given. @.@. Lorentz (Toronto). 


Tveritin, A. N.: Eine Anwendung der Theorie der Momente in der Theorie der 
trigonometrischen Reihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 61, 985—988 (1948) 
[Russisch]. 

Es sei a, —>0,n=1,2,..., eine absolut monotone Folge und o(f) ihre nicht 

1 
abnehmende erzeugende Funktion mit a, — f "1 do(t). Verf. gibt einen exakten 
ö 


Beweis der Formel 
[6'°) 1 


. sin x do (t) 
a„,sin ni = - : 
2 — 2tcosx +1 


n=1l 0 


43 
die formal durch die Integration der Beziehung A 
St1sinnz = (—2tcosx + 1)1sinx 

entsteht. Er sagt auch, daß eine ähnliche Formel für N a,cosnt gelte, ihr Be- 


| . weis jedoch komplizierter sei. G.G. Lorentz (Toronto). 


Karlin, S. and L. S. Shapley: Geometry of reduced moment spaces. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 35, 673—677 (1949). 


The region D" of n-space comprising the points with coordinates 
1 
x,—= [üdol) i=1,...,n), 
) 


where ®(t) is any real, non-deereasing function with ®(0) = 0, ®(1)=1, is called 
the reduced moment space. Let ®” be the convexe cone of (n + Sue comprising 
the points with coordinates &, Ü=0,...,n), where + Qüt!+ +2, is 
any polynomial non-negative for 0 <t A, Theorems concerning D" and Pr 
are announced without proofs. These theorems yield new proofs of known theorems 
and also a new approach to the theory of orthogonal polynomials. Horvath. 


Funktionentheorie: 


” @0s, C. H. van: Einleitung in die Funktionentheorie. 2. Aufl. Groningen- 
Batavia: P. Noordhoff, 1948. Geh. 7,90 £ ; geb. 9,25 f. [Holländisch]. 

Lehner, Joseph: Note on the Laurent series. Amer. math. Monthly 5%, 177— 
179 (1950). 

Dieudonne, Jean: Sur le polygone de Newton. Arch. Math., Karlsruhe 2, 
49—55 (1949/50). 

Das Newtonsche Polygon ist bekannt durch die Behandlung von algebraischen 
Funktionen komplexen Arguments, die implizit durch Polynome in zwei Veränder- 
lichen mit ganzzahligen Exponenten gegeben sind. Verf. betrachtet nun zunächst 
Polynome mit beliebigen positiven Exponenten, dann Polynome der einen Ver- 
änderlichen, deren Koeffizienten exponentio-logarithmische Funktionen der anderen 
Veränderlichen sind. Auch in diesen Fällen liefert das Newtonsche Polygon die Zer- 
legung der Funktion in einzelne Zweige, sowie Aussagen über die Ordnung des 
 Unendlich-werdens längs dieser Zweige. So kann Verf.einen Satz von Hardy 
[Orders of infinity, Cambridge 1924, S. 57”—60] über das Verhalten der Lösungen 
von Differentialgleichungen 1. Ordnung im Unendlichen verallgemeinern. 

Ott-H einrich Keller (Dresden). 

Wintner, Aurel: On Tauber’s theorem. Comment. math. Helvetici 20, 216—222 
(1947). 


[0,0] 
Für 0O<r<i sei F(r) = Na,r". Verf. beweist die Existenz zweier abso- 
1 


luter, d.h. nicht von F abhängiger Konstanten 7 und 7*, so daß 


‚ Ne) | 2 een 
lim sup |F(r)— & a, <rlimsup 
r>1—0 il | n>o | N | 
und 
vo | 
lim sup X r)— 5 a,| <*limsup n |a,| 
r>1—0 1 | Nn>X 


gilt, wobei N (r) = En 1/log r] bedeutet. Es werden Laplace-Stieltjessche Inte- 
grale herangezogen. Verf. gewinnt noch die rohe Abschätzung 

Veteran 320: 
Anschließend an den Existenznachweis des Verf. haben etwas später Ph. Hart- 
man (dies. Zbl. 34, 186) und unabhängig auch der Ref. (dies. Zbl. 34, 342) die 
exakten Werte von r und 7* bestimmt. Vgl. auch Bericht und neuere Ergebnisse 
von R.P. Agnew (dies. Zbl. 32,. 152). H. Hadwiger (Bern). 
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Boas jr., R. 0.: Basie sets of polynomials. II. Duke math. J. 16, 145—149 (1949) 3 
(Teil I s. dies. Zbl. 31, 211.) Eine Folge von Polynomen 
(1) Den = 04 2...) Bi 
heißt nach Whittaker basisch, wenn sich mit ihrer Hilfe jedes Polynom p(2) in | 
eindeutiger Weise als Linearkombination mit konstanten Koeffizienten darstellen | 


2 .. . . .. | 
läßt. It #—= © n,,P,(), wobei n,,—=0 für k>k(n), so läßt sich jeder für 
k=0 
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“ | 
z=0 regulären Funktion f(z) formal folgende Reihe (*) = 6,2.) mit 
Nn= 


0, B5 7%, f® (0)/k! zuordnen. Eine basische Polynomfolge (1) nennt Whit- 
k=0 


taker in | <a effektvoll, wenn für jede daselbst reguläre Funktion f(z) die ihr 
eindeutig zugeordnete Reihe (*)in || <a’ <a gleichmäßig gegen f(z) konvergiert. 
Es zeigt sich, daß die Entwicklung einer in |2| <a regulären Funktion f(z) nach 
den Polynomen einer in |2|< «a effektvollen Basis eindeutig ist. Verf. beweist 
nun u.a. folgenden allgemeineren Eindeutigkeitssatz, welcher von der basischen 
Polynomfolge (1) nicht voraussetzt, daß sie in || <a effektvoll ist. Lassen sich 
für jede in |< a reguläre Funktion f(z) die Koeffizienten c, in (2) berechnen 
und konvergiert die Entwicklung (*) für eine in | <a reguläre Funktion @(z) 
in 2l<a’<a gleichmäßig gegen p(z), so ist die Entwicklung eindeutig. Die 
Forderung, daß sich für jede in |z2| <a reguläre Funktion f(z) die Koeffizienten c, 
in (2) berechnen lassen sollen, verlangt nicht, wie das Beispiel der Lidstoneschen 
Folgen zeigt, daß die basische Polynomfolge (1) in | <a effektvoll sein muß. 
Zunächst beweist Verf. folgenden Hauptsatz: Wenn für ein m die durch 


GEN) B5 Tr, mi2"+! gegebene Funktion sich an der Stelle z= ©© regulär verhält 
n=0 


und wenn die Reihe (3) 53 d,p„(2) mit Hilfe einer sog. y-Matrix längs einer ge- 
n=0 


schlossenen rektifizierbaren Jordankurve ©, welche die Singularitäten von g,,(2) 
im Innern enthält, gleichmäßig nach Null summierbar ist, so folgt d„ = 0. Der 
Beweis stützt sich auf folgendes Lemma: Für die Folgen {p,(2)} und {q„(z)} gilt 


[ p.(2) 4n.(2) de = 2rid,: 
(ei 


Ö„m Kroneckersches Symbol, wenn q,„(z) in z= 00 regulär ist und sämtliche 
Singularitäten von g,,(z) im Innern von C liegen. Als erste Folgerung aus dem 
Hauptsatze ergibt sich, daß in (3) d„= 0 sein muß, sobald die Reihe (2) für e,, 
bei jeder in 2] <a regulären Funktion f(z) konvergiert und es eine y-Matrix 
gibt, für welche die Reihe (3) auf |2|=.«’ <a gleichmäßig nach Null summierbar 
ist. Die zweite Folgerung aus dem Hauptsatze, welche Verf. beweist, enthält ins- 
besondere den obigen Eindeutigkeitssatz: Konvergiert die Reihe (2) für jede in 
2! <a reguläre Funktion f(z) und für jedes n, gibt es ferner eine y-Matrix mit der 
Eigenschaft, daß die Reihe (3) mit ihrer Hilfe auf | =a’<.a gleichmäßig nach 
Null summierbar ist, so gilt d„= 0 für jedes m. Verf. verallgemeinert dann den 
Hauptsatz in der Weise, daß von q,,(z)im Äußern von C nur Eindeutigkeit und Regu- 
larität bis auf isolierte Singularitäten verlangt wird. Schließlich zeigt Verf., wie 
sich aus den erhaltenen Ergebnissen hinreichende Bedingungen für die Eindeutigkeit 
einer Entwicklung nach Appellschen Polynomen herleiten lassen. Lammel. 


Martin, Yves: Sur les series d’interpolation. Ann. sci. Ecole norm. Sup. TER 
S. 66, 311—366 (1949). 


Die vorliegende Abhandlung, welche von Valiron gefördert wurde, zerfällt in zwei Teile. 


Der erste Teil befaßt sich mit dem Studium der Reihen (1) B3 a, P„(%), worin P,@ =1 
n=0 


.n 


und Pula) = 17 (i -,,) sn=1,2,... ist, {a,} n=0,1,...) eine Folge komplexer 
a w 


v=]1 


‚ Zahlen bedeutet und {},}(n =1,2,...) eine Folge reeller positiver Zahlen sein soll, für welche 


An <Ayı, und lim 2, = oo gilt. Die beiden Spezialfälle A, =n und A,=n? wurden ein- 


N 00 
gehend von Nörlund (Lecons sur les series d’interpolation, Paris 1926) untersucht. Im ersten 


Kapitel wird das Konvergenzverhalten der Reihen (1) behandelt, welches dadurch entscheidend 


[0,0] 
beeinflußt wird, ob (2) I 1/A, konvergent oder divergent ist. Konvergiert (2), so ist die Reihe 
v=1 


(1) entweder nur an den Stellen z = A, konvergent oder sie konvergiert für jeden Wert von z. 
Für das Eintreten des letzteren Falles, in welchem dann (1) auf jeder beschränkten Punktmenge 
[,0} 


auch gleichmäßig konvergiert, ist die Konvergenz von (3) _S a, notwendig und hinreichend. 
=0 


n= 

Divergiert dagegen (2) und konvergiert (1) für. 2 = 2,=+ A,, so konvergiert (1) in jedem Sektor 8: 
z=u+re?, OsrsRund ol<ar/2—n gleichmäßig, wobei R>0 und O<n<nafß2, 
sonst aber beliebig gewählt werden dürfen. Hieraus folgt, daß die Reihe (1) für 
NRiz} = o > Rizy} = 0, konvergiert und ihr Konvergenzbereich aus einer Halbebene besteht, 
welche links von einer Geraden R{2} = begrenzt wird, die man die Konvergenzgerade der 
Reihe (1) nennt. «& heißt ihre Konvergenzabszisse. Im vorliegenden Falle ist die Reihe (1) auf 
jedem beschränkten und abgeschlossenen Bereiche, welcher nur aus inneren Punkten der Kon- 
verggnzhalbebene besteht, gleichmäßig konvergent und stellt dort eine reguläre Funktion F (2) 
dar* Der Reihe (1) ordnen wir die Konvergenzabszisse x = — co zu, wenn sie für jeden Wert 
von 2 konvergiert und x = + oo soll zum Ausdruck bringen, daß (1) für jeden Wertz=# 4, 
divergiert. Das zweite Kapitel befaßt sich mit der Berechnung der Koeffizienten (3) {a,}(n = 0, 
1,...) einer Reihe (1) aus deren Summe F(z). Durch 


Fi) By Er Ba) Rear 


da P„1(4,.) = 0, sind die Koeffizienten (3) eindeutig durch die Werte bestimmt, welche F(z) 
für z=/,; n=1,2,... annimmt. Läßt sich eine Funktion F(z) durch eine Reihe (1) dar- 
stellen, so ist diese Darstellung eindeutig, wenn (2) konvergiert. Divergiert dagegen (2), so ist 
die Darstellung nur mehr dann eindeutig, wenn &< 4, ist, wobei & die Konvergenzabszisse 
der Reihe (1) bedeutet. Im dritten Kapitel wird die absolute Konvergenz der Reihe (1) behandelt. 
Im Gegensatz zu den Taylorschen Reihen ist es bei den Interpolationsreihen (1) möglich, daß 
sie in einem zweidimensionalen Bereich konvergieren können, ohne daselbst absolut konvergent 
sein zu müssen. Es zeigt sich, daß die absolute Konvergenz der Reihe (1) an der Stelle 
2= 2%, ), die absolute Konvergenz für R{z} > R{z,} zur Folge hat. Der Bereich der abso- 
luten Konvergenz von (1) ist also, wie der der einfachen Konvergenz, eine Halbebene, welche 
links von der Geraden Rz} =ß>x begrenzt wird. Über das Parallelband x < Rz} < ß 
der einfachen Konvergenz von (1) beweist Verf., daß es eine Maximalbreite ö hat, welche den 
Ungleichungen 1/D, < ö< 1/D, genügt, wobei D, = lim n/A, und D, = lim n/}, ist. Ö ist 


N 00 Nn—00O 
[0,0] C 
auch gleich dem lim aller Werte k, für welche 3 e k/{n) konvergiert, wenn (4) I(x) = dt/}.(b) 
i 


e n=1 
und A(t) einein t>1 stetige und monoton wachsende Funktion ist, für die A(n) = A, gilt. 
Im vierten Kapitel wird die Konvergenzabszisse der Reihe (1) aus ihren Koeffizienten 
{a,!(n = 0,1,...) bestimmt. Für die Abszisse & der einfachen Konvergenz von (1) ergibt sich 


EG ! n | [0,0} ar [0°] 

& = lim log| 5 «fi (n),sobaldx >Ound wenn _ a, konvergiert, istx = lim log Fa I(n). 
no r=0 | v= Nn— 00 ven 

Ein analoger Satz gilt für die Abszisse ß der absoluten Konvergenz von (1). Im fünften Kapitel 

wird eine notwendige Bedingung dafür bewiesen, daß sich eine reguläre Funktion F(z) in eine 

Reihe (1) entwickeln läßt. Hierzu wird als wichtiges Hilfsmittel der Begriff der Indikatrix der 

Folge {/,} (m =1,2,...) eingeführt. Wir beschränken uns auf den Fall, daß (2) divergiert. 


E Dann ist 
0 für O<r<s24,c080, 
|2coo © 
&(r,0) = * (dl —uc0sd) x (ru) du „. 
— ), £ 2 (PK 6! < 
3ılr 


mit z=re®, r>0 und |ö| <n/2 die Indikatrix der Folge {),} (n=1,2,...), wobei 
u= /(a)/r und )(x) eine für > 1 stetig differenzierbare Funktion mit ‚positiver Ableitung 


- ist, für welche A(n) =, gilt. Wegen weiterer Eigenschaften der Indikatrix ®(r, 6) muß auf 


ac 


die Arbeit selbst verwiesen werden. Hat die Reihe (1), bei welcher (2) divergiert, die Konvergenz- 
abszisse &, konvergiert also (1) für R{z} > a, so erhält Verf. für den Betrag ihrer Summe F(z) 
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Abschätzung: IF (z)| <(er rer [r (1+e)/2cos 0] : ' ; 


Dabei ist C eine numerische Konstante, e > 0, ®(r, 6) die Indikatrix der Folge {A,}(n=1,2,...), 
u>0 und u> o, ferner I(v) = f dx/A(x) und J(A) = I[x(})], wenn x(A) die zu A(x) inverse 
i 


Funktion bezeichnet. Die Abschätzung (5) gilt für N} > (ua +1)(e+ 1)/e. Wegen der Ver- 
hältnisse im Falle der Konvergenz von (2) sei auf die Arbeit selbst verwiesen. Die für die Ent- 
wickelbarkeit einer regulären Funktion F(z) in eine Reihe (1) als notwendig erkannte Bedingung 


(5) ist aber nicht hinreichend. Im sechsten Kapitel leitet Verf. folgende hinreichende Bedingung ' 


her: Ist die Funktion F(@), z=ere® =o-+ir für 0 >0 regulär, in 0Oso<e; ?1s<4>0 
beschränkt und gilt für | > A die Abschätzung 


(6 IF@)| = a eer,9)+ kJ (r|2 cos 0) 


"mit k> 0, dann ist F(z) durch eine Reihe (1) darstellbar, deren Konvergenzabszisse höchstens 
gleich k ist. Von den verschiedenen Folgerungen, welche Verf. aus (6) zieht, sei nur der nach- 
stehende Satz angeführt: Genügt die für N} > x reguläre Funktion F(z) den folgenden Be- 
dingungen: F(),) = P(),) für n>n, und 

1/2 cos 


u log |F(r E®)|._ (1 — u cos 0) u?" qu 


ns „ılp Ko ; w—2ucos0 +1 


mit lim 7,/n” = K, wobei P(z) ein vorgegebenes Polynom ist und 7 eine feste Zahl O<p<s1 


für jedes |$]| < n/2 


70%) 
bedeutet, so muß F(z)= P(z) sein. Im siebenten Kapitel studiert Verf. das Verhalten der 
N 
Reihe (1) auf ihrer Konvergenzgeraden. Zur Abkürzung setzen wir S(n)= N 1/%, und da (2) 
v=1 


[00] 
divergieren soll,ist lim $(n) = oo. Zunächst wird bewiesen, daßdie Reihe (7)F(@)= N a,P,(2) 
Nn> X n,=0 


[0,0] > . 
und die zugeordnete Dirichletreihe (8) D(z) = N a, ec” (R) gemeinsamen Konvergenzbereich 
n=0 


oo 
haben, sobald (9) N 1//, konvergiert. Ferner zeigtsich, daß F (2) und D(z) auf dergemeinsamen 
v=1 


Konvergenzgeraden R{z} = & der beiden Reihen (7) und (8) dieselben singulären Punkte haben, 
wenn (9) x=+ A,und lim n/A, < ooist. Im Falle x = 7, ist ein für D(2) regulärer Punkt auch 
N 


—00 
für F(z) regulär, während das Umgekehrte nicht der Fall sein muß. Jedes für Dirichletreihen 
gültige Theorem über das Verhalten auf der Konvergenzgeraden ist also auch für die Reihen (1) 
zutreffend, sobald sie die Bedingungen (9) erfüllen. Als Beispiel sei das Analogon zu einem Satze 


von Aronszajn über Dirichletreihen erwähnt: Ist lim n/}, = K> 0, so lassen sich in der 


N—>00 f . 
Reihe (1) die Koeffizienten «, so wählen, daß die Reihensumme F (z) auf der Konvergenzgeraden 
der Reihe regulär ist. Schließlich beweist Verf. noch folgendes Analogon zu einem Satze von 
Landau über Dirichletreihen: Ist a, > 0 für jedes n > n, und hat die Reihe (1) eine endliche 
Konvergenzabszisse x, soist 2 = « unter der Voraussetzung eine singuläre Stelle für die durch (1) 
dargestellte Funktion F (2), wenn & == }, ist. — Im zweiten Teil seiner Arbeit betrachtet Verf. 


00 
Interpolationsreihen von der Gestalt (10) G(@)= N a,Q,(@), worin Q,@)=1 


und 


R 
Q,@) = I @—4,),; n21 ist, {a,} (n=0,1,...) eine Folge komplexer Zahlen bedeutet 
v 


und {2,} (n =1,2,...) eine Folge reeller positiver Zahlen sein soll, für die A, > A,,, und 
[0,0} 


SI 1, konvergent ist. Der Konvergenzbereich der Reihen (10) ist ein Kreis 2] < R, wobei 


n=|1 


1/R = lim Yla,|. Absolute und gleichmäßige Konvergenz ist für |2| < R’< R vorhanden. 


N— 00 
Die weitgehende Verwandtschaft der Reihen (10) mit den Potenzreihen zeigt sich insbesondere 


[0,0] 
darin, daß die Reihen (10) und die Potenzreihe T(<)= N a, 2” mit eventueller Ausnahme der 
EL n=0 
Stellen 2 = A, gemeinsam konvergieren. Über das Verhalten der Reihen (10) 
ihres Konvergenzkreises beweist Verf. Analoga zu den Sätzen von Abel, Li 
Riesz und Landau über Potenzreihen. 


auf der Berandung 
ttlewood, Fejer, 
Lammel (Tutzing). 


au 


Br x Kober, H.: On a monotone singular funetion and on the approximation of 
| analytie funetions by analytie functions in the complex domain. Trans. Amer. math. 
I Soc. 76, 433—450 (1949). 


IT, Es sei De G(y) == G(y; X, ß) —— q NS BAR a 0 = Yy < = oo, 
m>—00 


m > — log y/log ß, wobei ß ganzzahlig mit 2 Sf <a und g= (x«—ß)-(B— 1)1 
und wobei a,,, „die Anzahl aller positiven ganzen, nicht durch ßteilbaren Zahlen n mit 
n < yß” bedeutet. Die Umkehrfunktion von t=@(y) sei y= o(t) = w(t; «&, ß). 
— Satz. Eine Funktion y=y(t;x,ß) mit 2 <ß <a, ß ganz, die nicht abnimmt 

in einem Intervall 0 st <ö ist mit ® (ft; a, ß) identisch, wenn: (a) y(0) = 0; 

\d)yl)=1; (ya) = yh/P für OSt< +09; (d)y(t + (g+1)/x) = ylt) + 1/B 

| für 0 st S1— (g+1)/x. — II. Als Funktionen (der Klasse) A bezeichne man 

diejenigen für |2|< 1 analytischen Funktionen der komplexen Variablen z, welche 
| beschränkte Ableitung f’(z) besitzen. Satz. Es seien g(z), r(z) Funktionen A und 

"g(2)—h(z) sei nicht konstant; ferner sei gesetzt: C,= sup (|g’()|; || < 1); 

| @,=sup(|"(@)|; || <1). Dann gibt es eine Folge von Funktionen H,(z), 

ın=1,2,..., mit folgenden Eigenschaften: (1) Für | <1 gilt gleichmäßig 

H,„(@)—>g(), wenn no; (2) es ist H,(@)=h(z) für jedes n und für fast 

| alle #% (3) die Variation von H,(z) über irgendeinen Radius von |z| S1 ist nicht 

| größer als (CO, + 20,)= C und über jeden Kreis k|=R mit O<R<1 nicht 

I größer als 270; (4) esist |H,@)—-H,@)| <C(1 +22), — 2 in | <1, 

| wobei A = log f/log a; (5) wenn x < ß? und wenn ö>0 beliebig, dann existiert 

eine überabzählbare Menge von Zahlen A mit 0O< R<ö derart, daß auf | = R 

 überabzählbar viele Z (sogenannte Quasipole) existieren, für die {H,(2)— H,(0)}: 

(2— £) > für zZ gleichgültig wie die Annäherung von 2 an £ erfolgt. — Dann 
und nur dann ist k(z) identisch Null, wenn die H,,(z) überdies folgende Eigenschaft 
| haben: (6) Es existieren abzählbar viele Intervalle [f,,£;] mit paarweis fremden 
offenen Kernen, mit 0<t,<t;<1 und der Gesamtlänge 1 von folgender Be- 

I schaffenheit: Ist ©&,, die Menge aller z=rexp(i6) mit 4,<r<st, 

\2rt, <0 <2rt; (Ringsektor) (also die Gesamtfläche aller dieser „Ringsektoren“ 
&,,5,1=1,2,..., gleich x), so ist H,(z) konstantin jedem &,,, sowie (6'). Es existiert 

| H,„(z) und ist Null für fast jedes z mit |2| <S1. — Zusatz. Setzt man Q(t) = oft) 

Ifür 0O<st<sI und Pt+-1)=2lt)+1 fü —oo<t<-+ 00, ferner 

Y(2;0,ß) = y(z) = w(r) exp (2ri2(0/2r)), O<r< +8, -—o<P<-+ 00, wo- 

"bei z=rexp (id), so besitzt y(z) die Eigenschaften (3), (4) mit O=1, ferner 

k (5), (6), (6°) und überdies ist |y(z; a, ß)—z| < (2 + 4) (1/P— 1/a). Haupt. 
Aezel, John: Some remarks on receurrent sequences. Nieuw Arch. Wiskunde, 

II. S. 23, 144—149 (1950). 

| Gegeben sei eine analytische Funktion von k + 1 Variablen F(xy %y - - -, %) 

! und k komplexe Zahlen «a,,@s,,....,a,. Die Zahlen a,,,,@;,;9 . -. werden durch die 

BRekursionsformeln F(a,,a,,--,4,,)=0 (r=k+1,k-+2,...) definiert. Es 

interessiert die Frage, ob und wann lim «a, existiert. Das Beispiel 

Nn— 00 


Fey tat +. te 0 
wird in dieser Hinsicht unter Anwendung der Schurschen Determinantenbedingung 
| für Polynome, deren Nullstellen im Inneren des Einheitskreises liegen, erledigt. Im 
| allgemeinen muß F(x,x,...,2)=0 eine Lösung <= «a besitzen. Werden die 
Anfangsglieder @,,@,,...,a, nahe bei a gewählt, so können die Ergebnisse des 
| angeführten Beispiels näherungsweise übertragen werden. Der Fall 


ER 
> = Da 
v=0 v. 


| ‚wurde bereits von Lattes untersucht; hier wird auch 2 = Oeinbezogen. Töpfer. 


K- 
F 
[97 


-9,(2) = p[p()] mit der Exponentialfunktion identisch ist: @,(2) = exp 2. Die 


-c 0,32 +%:-1,34 (ex pc =c); erist abstoßend, da der absolute Betrag der ersten | 


's— S(z), dieder Funktionalgleichung S(exp z) = c $(z) genügt, könnte man leicht 
-durch den Ansatz 9(2) — S_, [2 S(z)] das Problem erledigen, wenn nicht das 


(dungssatz existierende Funktion y auf die obere Halbebene 9 transformiert. Ins- 


4 


Kneser, Hellmuth: Reelle analytische Lösungen der Gleichung 9 (p(x)) = ® 


‘und verwandter Funktionalgleichungen. (C. Caratheodory zum 70. Geburtstag am 


13. 9. 1943 gewidmet.) J. reine angew. Math. 187, 56—67 (1949). ’ 
In der vorliegenden Arbeit wird die Existenz einer Funktion @(z) nachgewiesen, | 
die in allen Punkten der reellen Achse analytisch sowie reell und deren Iterierte 


Inverse von @(z), der „Halblogarithmus“ hig z, interessiert bei Anwendungen; 2| 
ist: hlg (hlgz) — Ig 2. — Die Exponentialfunktion besitzt keinen Fixpunkt auf der 
reellen Achse. Einer der beiden, dieser Achse am nächsten liegenden Fixpunkte ist 


Ableitung dort le| >1 ist. Mit der zu c gehörenden Schröderschen Funktion 


Verhalten auf der reellen Achse berücksichtigt werden müßte. Aber gerade hier 
liegt die besondere Schwierigkeit der Aufgabe. — Durch ein bemerkenswertes Ver- 
fahren wird die Schrödersche Funktion zweckmäßig transformiert: Durch 1g $ (2)! 
wird ein gewisses, u. a. von der reellen Achse berandetes Riemannsches Flächenstück | 
N (über der z-Ebene) auf ein genügend beschreibbares, einfach zusammenhängendes | 
Gebiet Q abgebildet. & seinerseits wird durch eine nach dem Riemannschen Abbil- | 


gesamt geht durch Y(z) = y[lg S(2)] das Flächenstück R auf die obere Halbebene | 
über. Y(z) ist insbesondere in allen Punkten der reellen Achse analytisch und reell; 
es gilt dort %’(z)>0 und lim Y(z) = 0; vor allem aber erfüllt Y(z) die Abelsche | 
22.00 

Funktionalgleichung Y(expz) = Y(z2) +1. Damnist o@)= Y,[P«@) + 3] und 
hlgz = #_ IP («) — 3). — Für die Schrödersche Funktion wird ein neuer Existenz- 
beweis gegeben, bei dem die von Koenigs in seinem Existenzbeweis benutzten 
Voraussetzungen eingeschränkt werden. Töpfer (Köln). 


Walsh, J. L.: On the eritical points of funetions possessing central symmetry' 
on the sphere. Amer. J. Math. 70, 11—21 (1948). 

In der vorliegenden Arbeit werden solche rationale und harmonische Funktionen betrachtet, 
welche auf der Riemannschen Zahlenkugel in diametral gegenüberliegenden Punkten gleiche‘ 
Funktionswerte annehmen. Über die Lage der Stellen, wo derartige rationale Funktionen eine 
verschwindende Ableitung haben, macht Verf. folgende Aussagen: 1. f(z) sei eine rationale 
Funktion von z, deren Nullstellen ebenso wie deren Unendlichkeitsstellen in bezug auf den 
Mittelpunkt der Riemannschen Zahlenkugel zentrisch symmetrisch liegen. Es sei P ein belie- 
biger Punkt auf der Zahlenkugel, und $ bezeichne diejenige offene Zahlenhalbkugel, welche den 
Punkt P enthält und ihn zum Pol hat. C sei ein durch P hindurchgehender Großkreis, der die 
in $ und nicht auf C liegenden Nullstellen der Funktion f(z) von ihren in $ und nicht auf © 
befindlichen Unendlichkeitsstellen trennt, wobei noch vorausgesetzt wird, daß es in 8 wenigstens 
je eine nicht auf O liegende Null- und Unendlichkeitsstelle von f(z) gibt. Ist dann der P ent- 
sprechende Punkt P* in der Gaußschen Zahlenebene ein endlicher Punkt, so verschwindet f’(2)‘ 
in P dann und nur dann, wenn f(z) dort eine mehrfache Nullstelle besitzt. 2. f(e), P und 8 
haben dieselbe Bedeutung wie in 1., nur ist $ abgeschlossen. Alle in S enthaltenen Nullstellen 
(Unendlichkeitsstellen) von f(z) sollen außerhalb eines Kreises C, liegen, welcher in S verläuft, 
P enthält und zum Pol hat. Ferner sollen alle in 8 auftretenden Unendlichkeitsstellen (Null- 
stellen) sich innerhalb eines Kreises C', befinden, der in $ liegt und P nicht enthält. Ist dann 
der Pin der Gaußschen Zahlenebene entsprechende Punkt P* ein endlicher Punkt, so hat f@) 
in P keine Nullstelle. Als wichtigstes Hilfsmittel für den Beweis der beiden Theoreme 1. und 2. 
dient folgende physikalische Aussage: f(z) sei eine in der Gaußschen Zahlenebene rationale 
Funktion von z. An jeder Nullstelle von f(z) bringe man so viele positive Ladungseinheiten an, 
als derenVielfachheit beträgt, und an jeder Polstelle von f(z) entsprechend viele negative Ladungs- 
einheiten. Die Kraftwirkung sei umgekehrt proportional der Entfernung. Es zeigt sich dann, 
daß die endlichen Nullstellen von f’(z) entweder Stellen des Gleichgewichtes oder mehrfache 
Nullstellen von f(2) sind. Inwiefern die.in den Theoremen 1. und 2. gemachten Voraussetzungen 
wesentlich sind, zeigt nachstehender Satz: Es existiert eine rationale Funktion vierten Grades, 
welche folgende Eigenschaften hat. Die Nullstellen von f(z) ebenso wie deren Unendlichkeits- 
stellen liegen in bezug auf den Mittelpunkt der Riemannschen Zahlenkugel symmetrisch. f’(z) 
hat in der Gaußschen Zahlenebene eine Nullstelle im endlichen Punkte P*, dem auf der Zahlen- 
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Punkt spiegelbildlich gelegene Kreise CO, und C/, von denen jeder nicht den Punkt P, wohl aber 
genau zwei Nullstellen von f(z) enthält. Weder O, noch C/ schneiden den Großkreis I, von wel- 
chem Pein Pol ist. Schließlich besitzt f(z) zweifache Unendlichkeitsstellen, welche außerhalb 
von O, und (/ liegen. — Das Analogon zu den Theoremen 1 und 2 für harmonische Funktionen 


lautet folgendermaßen: R sei ein Bereich auf der Zahlenkugel, welcher von einer endlichen Anzahl 


paarweise punktfremder Jordankurven begrenzt wird und Symmetrie in bezug auf den Mittel- 
punkt der Zahlenkugel besitzt. U(x, y) seiin R harmonisch und auf dem zu R gehörigen abge- 
schlossenen Bereiche stetig. U (x, y) habe auf einer Menge von Randpunkten J, des Bereiches R, 
welche symmetrisch in bezug auf den Mittelpunkt der Zahlenkugel ist, den Funktionswert 
Null und in den restlichen Randpunkten J, von R den Funktionswert Eins. P sei ein beliebiger 
Punkt der Zahlenkugel und 8 diejenige abgeschlossene Zahlenhalbkugel, welche P enthält und 


zum Pole hat. Wenn es dann einen durch P hindurchgehenden Großkreis © gibt, welcher de 
in S gelegenen Punkte von J, und J, trennt, so können in P von U(x, y) nicht beide partiellen 
Ableitungen erster Ordnung verschwinden. Liegen alle in $ vorhandenen Punkte von J, (I) 
außerhalb eines Kreises C,, welcher in $ verläuft, P enthält und zum Pole hat, ferner allein Ss _ 


befindlichen Punkte von J, (J,) innerhalb eines Kreises C',, welcher im Innern von C\, verläuft 


5 und den Punkt P nicht enthält, so verschwinden von U(x, y) im Punkte P nicht gleichzeitig 
beide partiellen Ableitungen erster Ordnung. Wegen näherer Einzelheiten und insbesondere 
wegen der den Theoremen 1 und 2 entsprechenden Sätze für die hyperbolische Ebene muß auf 


die Arbeit selbst verwiesen werden. Lammel (Tutzing). 


gel der Punkt P entsprechen soll. Es gibt auf der Zahlenkugel zwei in bezug auf.deren Mittel- 


Maeintyre, Sheila Scott: On the zeros of successive derivatives of integral fune- es 


tions. Trans. Amer. math. Soc. 67, 241—251 (1949). 


Von Levinson stammt folgendes Theorem: Ist für eine ganze Funktion f(z) 


— log M (r) 


f(@)| (1) lim ee 0,7199 ‘und haben f(z) und jede seiner 
r—>00 


-mit M(r) = Max 


=; 
Ableitungen in |z| S1 wenigstens eine Nullstelle, so verschwindet f(z) identisch, 


Die in (1) auf der rechten Seite auftretende Konstante ist aber nicht der bestmögliche 


Wert, welcher als Whittakersche Konstante W bezeichnet wird. In denselben 


Problemkreis fällt der Satz von Schoenberg: Ist für eine ganze Funktion 


f(x) (2) im un 23 7 und haben f(z) und jede seiner Ableitungen wenigstens r 


r>00 


eine reelie Nullstelle in —1 <x <+1, so verschwindet f(z) identisch. Wie das 


Beispiel f(z) = cos (x 2/4) + sin (nz/4) zeigt, ist in (2) m/4 der bestmögliche Wert. 


Der Beweis der beiden Sätze von Levinson und Schoenberg läßt sich mit 
Hilfe von Eigenschaften der Gontcharoffschen Polynome 
2(n-1) 


z 2 
(3) ET a Er EP BR EP 1 f dz’ [ a Boa AU Ba = 
21 2 en 


führen. Über diese Polynome beweist Verf. zunächst folgende beiden Theoreme: 
I. Ist (4) {z,} eine Punktfolge aus |2|<1, so gilt für n>4 
Ma @4(2,% 29.4 %,)5- Lader! 
und II. Ist (5) {z,} eine reelle Punktfolge aus —-l1<2<+ 1, so gilt 
|6, (205 21 22 - - m) S 2 (dm)"@!. 
Hierauf verallgemeinert Verf. diese beiden Theoreme in der Weise, daß von der Folge 
(4) und von der Folge (5) auch Punkte außerhalb des Einheitskreises bzw. außerhalb 


der Strecke —-1<x<+ 1 liegen dürfen. Verf. erhält so folgende Verallgemeinerung 
0 108.4 (n) 


des Levinsonschen Theorems: Ist für die ganze Funktion f(z) lim ee 0,7259, 
>00 


N 
fa) =0 und fr-D9(@,)=0 für n> 2, wobei von der Folge {z,} sämtliche Häu- 
fungspunkte in |z2|< 1 zu liegen kommen, so verschwindet f(z) identisch. Ferner 


beweist Verf. eine von Kamenetsky stammende Verallgemeinerung des Schoen- 
. 2 EL lOSHM, N 
bergschen Satzes: Ist f(z) eine ganze Funktion, für welche lim a & T gilt, 
T>00 


und ist f(z,)=0, rd (z)=0 für n22, wobei die Folge {z,} nur reelle Häu- 
fungspunkte hat, die in —1<xz<+1 liegen, so verschwindet f(z) identisch. 
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Schließlich verallgemeinert Verf. das Kamenetskysche Fheore folgendermaßen un 
sei f(z) eine ganze Funktion, welche der Bedingung lim a = esp(— =) > 


r>00 . 
h> 0 genügt. H bezeichne die Gesamtheit der Punkte, welche von wenigstens 
einem der reellen Punkte —1 <x <-+ 1 eine Entfernung < h haben, Ist dann 
Ha) =0I, De) 0 fürn, wobei sämtliche Häufungspunkte der Folge 
in H liegen, so verschwindet f(z) identisch. Lammel (Tutzing). 

_ Collingwood, E. F.: Sur certains ensembles definis pour les fonetions mero- 
morphes. C. r. Acad. Sei., Paris 227, 615—-617 (1948). Bi 

Für eine in |?|< R < oo meromorphe Funktion f(z) werden Aussagen über 
die durch |f(«)— a| <0o bzw. |1/f(z)| < o (bei a = ©©) definierten Gebiete G(a, 0) | 
bzw. @(©0, 6) gemacht; o ist eine Konstante oder eine in 0 sr<R eindeutige 
Funktion von r. Wegen der Vielzahl der neu eingeführten Begriffe muß von einer | 
Formulierung der Ergebnisse abgesehen werden. Wittich (Karlsruhe). 

Collingwood, E. F.: Inegalit6s relatives & la distribution des valeurs d’une fonetion 
meromorphe dans le plan fini. ©. r. Acad. Sei., Paris 227, 749—751 (1948). 
Herleitung von oberen Schranken für die Defekte ö(a) und 

A(a) = lim m(r, a)/T (r, f). 
7-00 
Unter der Annahme, daß eine sich ins Unendliche ziehende Kurve existiert, auf der 
1/\f@)— «| bzw. |f(z)| (für «a = 00) beschränkt bleibt, werden die Abschätzungen 
für ö(a) und A(a) verbessert. In den Abschätzungen treten diejenigen Größen auf, 
die Verf. kürzlich bei der Verallgemeinerung seines älteren Satzes über das An- 
wachsen der Schmiegungsfunktion m (r, a) eingeführt hat. Wittich (Karlsruhe). 
i Valiron, Georges: Des th6oremes de Bloch aux theories d’Ahlfors. Bull. Sci. 
math., II. S. 731, 152—162 (1949). 

Apres quelques indications biographiques sur A. Bloch, Y’A.indique les im- 
portantes proprietesdesfonctionsd’une variable complexe demontrees ou pressenties 
par ce mathematicien en 1925—1926. C’est dans la voie ainsi ouverte que devaient 
s’engager avec tant de succes Shimizu et surtout Ahlfors. Dufresnoy. 

Sario, Leo: Questions d’existence au voisinage de la frontiere d’une surface de 
Riemann. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 269—271 (1950). 

Die vom Verf. in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 32, 204) entwickelten Methoden 
werden zur erneuten Herleitung (und teilweisen Verschärfung) hinreichender Kri- 
terien von R. Nevanlinna, L. Ahlfors und Lasonnen für nullberandete Flächen . 
herangezogen. Wittich (Karlsruhe). 

_Sario, Leo: Sur le probleme du type des surfaces de Riemann. C. r. Acad. Sci., 
Paris 229, 1109-1111 (1949). 

Aus einem Satz des Verf. folgt das Typenkriterium: Für den parabolischen 

Typus einer einfach zusammenhängenden Riemannschen Fläche ist die Existenz 


einer Ausschöpfung, für welche das Modulprodukt II 4, divergiert, notwendig und 
N 


hinreichend. Die Frage, ob für Flächen vom Grenzpunkttypus zu jeder Ausschöpfung 
ein divergentes Modulprodukt gehört, ist zu verneinen. Der Beweis gründet sich 
auf zwei interessante Hilfssätze über die Moduln von Ringgebieten. Wittich. 

Parreau, Michel: Sur le th&oröme de Collingwood-Cartan. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 227, 1323-1325 (1948). 

Verf. benützt die kürzlich von Collingwood angegebenen Erweiterungen eines 
älteren Collingwoodschen Satzes (1924) zur Abschätzung des Ahlforsschen Defektes 
ö4(D) eines einfach zusammenhängenden Gebietes D der w-Kugel in bezug auf die 
durch w= f(z) (eindeutig analytisch in lz?| < 00) erzeugte Riemannsche Fläche 
nach oben. In dieser Abschätzung ist eine von Dinghas hergeleitete hinreichende 
Bedingung für ö,(D) = 0 enthalten. Wittich (Karlsruhe). 


-  Lehto, Olli: On the existenee of analytie Anbong with a finite Dirichlet Interal. 
| Arin, Acad. Sci. Fennicae, AL,.Nr. 67, 7 8. (1949). 

E sei eine beschränkte kompakte Punktmenge der z- Ebene mit zusammen- 
hängendem Komplement G und D die Klasse der in @ eindeutigen analytischen 
‚Funktionen, deren Dirichletintegral, erstreckt über @, endlich ist. Zur Frage, wann 
E nicht D-hebbar ist, gibt Verf. folgenden Beitrag: E ist dann und nur dann 


‚nicht D-hebbar, wenn die Spanne von @ positiv ist. (B sei ein Gebiet von endlichem 


Zusammenhang mit mindestens einem Randkontinuum und z= 00 als innerem . 
Punkt. Unter allen schlichten und konformen Bildern von B— Normierung in z= © 
ue)=2 +9 +GÜR+ gibt es ein Bild B,, mit der Extremaleigenschaft, 


' daß sein Komplement B,, maximales äußeres Flächenmaß M(B) hat. Dann ist 


die Spanne $(B) = (2/n) M(B). Die Definition der Spanne 8(G) im allgemeinen 
Falle stützt sich auf Ausschöpfung von @ durch Gebiete B,.) Aus diesem Ergebnis. 
folgt: E ist dann und nur dann nicht D-hebbar, wenn @ konform in ein schlichtes 


Gebiet G,, abgebildet werden kann, dessen Komplement G',, positives äußeres Flächen- 
maß hat. Folgerung: E ist nicht D-hebbar, wenn ihr äußeres Flächenmaß positiv 
ist. Nach L. Sario gibt es D-hebbare: ‚Punktmengen vom Flächenmaß null. Verf. 
zeigt" im Anschluß daran, daß es D-hebbare Punktmengen mit positivem (2 — e)- 
dimensionalem Maß gibt, TER, Wittich (Karlsruhe). 


Strebel, Kurt: Eine Bemerkung zur Hebbarkeit des Randes einer Riemannschen 
Fläche. Comment. math. Helvetici 23, 350—352 (1949). 

Es sei F* eine geschlossene Riemannsche Fläche von endlichem Geschlecht 
und F ein Teilgebiet von F*. Verf. zeigt: Für die relative Hebbarkeit des Randes I" 
von F ist notwendig, daß J’das Flächenmaß null hat. Daraus folgt, da für schlichte 


"Gebiete relative und absolute Hebbarkeit zusammenfallen, daß eine abgeschlossene 
hebbare Punktmenge in der schlichten Ebene vom Flächenmaß null sein muß. 


Wiitich (Karlsruhe). 


Nehari, Zeev: Sur un theoreme de M. Montel. C.r. Acad. Sci., Paris 228, 1325 — 
13527 (1949). 

Der Montelsche Satz Bull. Soc. math. France 58, 105—126 (1930)] ist eine 
Verschärfung des Rolleschen Theorems für beschränkte analytische Funktionen. 
Er läßt sich nach Verf., etwas anders als bei Montel, so aussprechen: Es sei 


ei in kI<1, =) =0 (SP <T). und: es sei, f(z): reell.für 


reelle 2. Dann verschwindet f(e) in -A<z<A mit einem gewisen A<P. 


| Verf. erhält den besten Wert für } für den Fall, daß f@) #0 in k|<1, z2+ &£P. 
Der Beweis beruht auf einem Hilfssatz, der eine Abschätzung für den Realteil der 
' Ableitung einer in |2| < 1 regulären Funktion mit positivem Realteilauf 0<2z<1 


gibt, die mittels eines Randintegrals gewonnen wird. Grunsky (Tübingen). 
Nehari, Zeev: The Schwarzian derivative and schlieht funetions. Bull. Amer. 
math. Soc. 55, 545—551 (1949). 
Hille, Einar: Remarks on a paper by Zeev Nehari. Bull. Amer. math. Soc. 55, 
552-—553 (1949). 

Wenn man die grundlegende Aussage ae der Theorie der schlichten Funktionen: 
la| <1 für ein in z|<1 schlichtes f(e2)=1/2+@+a,2+:- von der Nor- 
mierungsvoraussetzung für f(z) frei macht, so Ser man: ‚\{w, »}| <C/(1 — |2|?)? 
mit C= 6 füreinin | <1 ee w = f(z); hier bedeutet {w, 2} die Schwarz- 
sche Derivierte. Nehari beweist nun: Obige Undleickung mit O = 2 ist hinreichend 
für Schlichtheit. Ferner: |{w,z}| <n2/2 ist hinreichend für Schlichtheit. ?/2 ist 
die beste mögliche Konstante. — Hille zeigt: Ü = 2 in dem ersten Satz von Nehari 
„ist die beste Bene Konstante, indem er das genaue Gebiet U für «a angibt, derart, 
‚daß {f(e), 2} = 2a(1— 2?) schlichte Lösutigen für 2]<1 hat. U ist das abge- 


| En. eek einer Cardioiden. Grunsky (Tübingen). 
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[Vermutung (A)]: lim (a,/n) <1. Aus (B) würde (A) folgen. — Verf. stellt sich 


Capelli, Pedro: Einige Bemerkungen über schlichte Funktionen und eine spe- 
zielle Klasse derselben. Publ., Inst. Mat., Rosario 8, 195—223 (1948) [Spanisch]. 

Bekanntlich lassen sich die im Einheitskreis |2|< 1 regulären schlichten 
Funktionen so normieren, daß die Potenzreihenentwicklung um den Ursprung | 
f@)=2+ 0,2? +: lautet. Bekannt sind die Bedingungen || < 2 (Bieber-| 
bach), ja,| <3 [Löwner, Math. Ann., Berlin 80, 103—121 (1923)]. Über die 
weiteren Koeffizienten weiß man noch recht wenig. Das weitestgehende Ergebnis | 
stammt von E. Landau [Math. Z. 30, 635—638 (1929)], nämlich 


lim (a,n) < (1/2 + 1/r)e. | 
Bieberbach vermutet [Vermutung (B)]: |a,| <rn, Landau weniger scharf 


die Aufgabe, der Vermutung (A) möglichst nahe zu kommen. — Der erste Teil der 
Arbeit gilt verschiedenen Anregungen, wie man das Problem durch Betrachtung 
der Fläche A (r, f) des Bereiches, in den der Kreis | <r (< 1) durch die Abbil- | 
dung f übergeht, vielleicht behandeln könnte. Doch sind hier keine abschließenden | 
Ergebnisse gegeben. — Im zweiten Teile werden gewisse Klassen schlichter Funktionen | 
betrachtet: (I) Die Klasse Z,, wo f(z) für |2|=1 bis auf eine Unendlichkeitsstelle | 
stetig ist. Dabei soll in der Umgebung dieser Stelle, die 0.B.d.A. nach z=1 
gelegt werden kann, 1/f(z) stetig sein, soweit es definiert ist. (II) Die Klasse L*, 
bestehend aus den Funktionen w = f(z), die den Umfang |z| = 1 auf eine Kurve 
abbilden, deren sämtliche Punkte die Ungleichung W— n/2 <argw<d,+ r/2 
erfüllen, also in einer offenen Halbebene liegen. (III) Die Klasse LY, der Durchschnitt 
von L und L,. — Es gelten folgende Sätze: (1) Ist f(@)€Z, mit der Unendlich- 
keitsstelle 2= 1 und ist fe) (1— 2)? in lz| <1 gleichmäßig stetig, so gilt (A). 
(2a) Ist f@)ELT, so erfüllt: f,(@) = Vf) =2+b,2?+:-: die Beziehungen 
&,—b,.| <2 und lim(b,„—b,,)=0. (2b) Ist fe)ELF, so gilt für jedes 
Wertepaar (n, k)mit n>k: |a,,„— 20, + a. = 2, lim (a,,.,— 20, +4,,)=0. 
(33H lst Ale) € Li und: ist a, = 0,80 auch, a,, =0,,- ma a 
(4) Tritt in der Entwicklung von f(z)€ELf hinter jedem Koeffizienten, der nicht 
nullist, eine Lücke auf, so gilt (B). Ist etwa von einem bestimmten Koeffizienten a, 
an hinter jedem nicht verschwindenden Koeffizienten eine Lücke, so gilt (A). 
Holzer (Graz). | 

Herve, Michel: Sur quelques problömes d’extremum relatifs aux fonetions | 
analytiques et uniformes sur un domaine doublement connexe. C.r. Acad. Sci., | 
Paris 230, 609—610 (1950). 

La fonetion z= ®(Z), representant le cerele |2|< 1 sur la surface univer- 
selle de recouvrement d’un domaine doublement connexe D du plan des z, est in- | 
variante par une certaine substitution hyperbolique 8. Soit H (Z), holomorphe dans 
Z|<1, verifiant |H(Z)| <1 et H(8Z) = ei’ H(Z). DA. &tudie la borne sup. 
de |H(Z,)|; il determine les fonctions extremales H (Z) correspondantes. — Applica- 
tions: 1. distance de Carath&odory de deux points de D; 2. amelioration du 
theoreme des trois cercles. Dufresnoy (Bordeaux). 

Herv6, Michel: Sur P’it6ration dans un domaine multiplement connexe. C. r. 
Acad. Sei., Paris 230, 707-708 (1950). 

(Suite de la Note pre&cedente.) L’A. 6tudie les fonctions f(z) analytiques et 
uniformes dans D, & valeurs dans D. Il d&termine celles qui verifient f(z,) = 29 
d’oü la constante de point fixe [Sup |f (z,)| pour les fonctions pr&cödentes]. Proprietes 
des fonctions extr&males correspondantes. — Indications sur le cas d’un domaine D 
d’ordre de connexion > 2. Dufresnoy (Bordeaux). 

Garabedian, P. R. and M. Schiffer: Identities in the theory of conformel mapping. 
Trans. Amer. Math. Soc. 65, 187—238 (1949). 

In der Theorie der konformen Abbildung spielen gewisse besondere Funktionen 


-_— - .- 


eine wichtige Rolle, z. B. die Greensche Funktion, die Neumannsche Funktion, die 
" Funktionen, die Abbildungen auf kanonische Gestalten vermitteln. Die Verff. 
nennen sie, in Hervorhebung ihrer Abhängigkeit vom betrachteten Gebiet, Gebiets- 
“ funktionen. Zahlreiche Querverbindungen zwischen ihnen sind bekannt. Die Verff. 
werten einen methodischen Grundgedanken zur Herleitung solcher Beziehungen 
systematisch aus. Es ist die aus der Riemannschen Theorie der Abelschen Integrale 
‚geläufige Methode der Randintegration, wie denn auch (wie die Verff. selbst hervor- 
heben) die Ergebnisse sich, auf Grund des von Schottky aufgedeckten Zusammen- 
hangs der konformen Abbildung mehrfach zusammenhängender Gebiete mit der 
Theorie der algebraischen Kurven, als Spezialfall von solchen aus jener Theorie 


We = << 


_ 


' werteten Methode wird jeweils das charakteristische Randverhalten dazu benutzt, 
ein nach dem Residuensatz auswertbares Integral in ein anderes zu verwandeln. 
Die in Betracht gezogenen Funktionen sind: ®(z; w, v); sie bildet das gegebene 


ne ET 


oz 


Ränder in Schlitze auf Kreisen um 0 übergehen. Ferner: Y(z; u, v); sie bildet ent- 
' sprechend auf einen Radialschlitzbereich ab. Dann: lineare Kombinationen von 


log® und log %, insbesondere P= (log d®— log P), Q=Ht(logd+logP).. 


b 

_P iSt bemerkenswert als Kernfunktion im Sinne der Bergmann-Bochnerschen 
' Theorie der Orthogonalfunktionen (vgl. S. Bergmann, Partial differential equa- 
‚ tions, Brown Univ. Publ. 1941). P und Q hängen auf dem Rande durch eine Relation 
folgender Form zusammen, die fundamental ist: P(z; uw, v) =— Q(z; u, v) + k,(u, v), 
' wo sich der Index » auf die Randkomponente bezieht. Ein anderes entsprechendes 
Paar M (z;'w) und N (z; u) erhält man aus den Funktionen, die D auf Schlitzgebiete 
mit Schlitzen parallel zur reellen und imaginären Achse abbilden. Ferner gehören 
hierher: Die Funktionen, deren Realteile die harmonischen Maße der Randkompo- 
nenten oder die Greensche oder die Neumannsche Funktion sind ; die Schottkyschen 
Funktionen (die in D bis auf Pole regulär und auf dem Rande reell sind) sowie die 


' Funktionen E(z) mit |E(z)| = 1 auf dem Rande. — Die nach obiger Methode zu 


erzielenden Relationen werden systematisch, wenn auch nicht mit erschöpfender 

Vollständigkeit, hergeleitet. Als Beispiel sei nur etwa der etwas ferner liegende 

Satz genannt: Jede Funktion E(z) läßt sich, wenn n, ihre Nullstellen sind, 
r,t= E’(n,), so darstellen: 


Bay 2250, (2,0), Ley = 4,30 N2,n,), 


und zwischen den r, und n, bestehen die Beziehungen: Ir, w,, (n,) = 0 für alle u, 
wo New,„(z) das harmonische Maß der Randkomponente CO, bedeutet. — Es 
‘ werden Anwendungen auf Extremalprobleme der konformen Abbildung gemacht, 
die sich methodisch aufs engste mit Arbeiten des Ref. berühren [Schriften math. 
 Semin. Inst. angew. Math. Univ. Berlin 1, 94—110 (1932); Math. Z. 45, 29—61 
(1939); dies. Zbl. 5, 362, 22, 151]. — Schließlich werden Fragen der Variation der 
 Gebietsfunktionen gegenüber Abänderungen des Gebietes behandelt, die der eine 

der Verff. verschiedentlich untersucht hatte [Schiffer, z. B. Amer. J. Math. 68, 

‚417-448 (1946)]. Von besonderem Interesse sind dabei Fragen der „eingeschränk- 

ten Variation‘, bei denen verlangt wird, daß das Gebiet hinsichtlich der konformen 

Moduln unverändert bleibe. Grunsky (Tübingen). 

Nehari, Zeev: The kernel funetion and canoniecal eonformal maps. Duke math. 
J. 16, 165—178 (1949). 

Bei mehrfach zusammenhängenden Gebieten gibt es für die verschiedenen 
Gebietsfunktionen (vgl. vorsteh. Referat) meist nur Existenzbeweise, und numerisch 
sind sie daher nur schwer zugänglich. Eine Ausnahme macht die Bergmannsche 

“ (wie auch die Szegösche) Kernfunktion. Es ist daher wichtig, die anderen Gebiets- 
- funktionen mit deren Hilfe auszudrücken. Das geschieht in der vorliegenden Arbeit 


ansehen lassen. Trotzdem verdienen sie ein selbständiges Interesse. Bei der ver- 


Gebiet D mit P(u) = 0, D(v) = ©o mit geeigneter Normierung so ab, daß die 


Alm 


für die Parallelschlitzfunktionen, die Radialschlitzfunktion, die Kreisbogenschlitz- 
funktion sowie für die Funktion, die die Abbildung auf einen längs konzentrischer 
Kreisbogen aufgeschlitzten Kreis vermittelt. Endlich werden die Funktionen, die 
auf ein von Vollkreisen berandetes Gebiet abbilden, in die Untersuchung einbezogen, | 
jedoch, wie es in der Natur der Sache liegt, mit weniger befriedigendem Ergebnis: 
Ist y’+@(@)y=0 die Differentialgleichung, die durch zwei linear unabhängige | 
Lösungen y,(z) und y,(z) die gesuchte Funktion in der Form $(z) = y,(2)/Ys(2) | 
liefert, so wird @(z) durch die Kernfunktion ausgedrückt. — Die Methode ist im | 
wesentlichen die der vorstehend besprochenen Arbeit, wobei ein die Reproduktions- | 
eigenschaft des Kernes ausdrückendes Integral zuerst in ein Randintegral verwandelt | 
wird. Grunsky (Tübingen). 


Nehari, Zeev: The radius of univalence of an analytie funetion. Amer. J. Math. 
71, 845852 (1949). | 
Es sei D ein beschränktes Gebiet von endlicher Zusammenhangszahl, das | 
z—= 0 enthält. S sei die Klasse der Funktionen, für die log (f(z)/2) in D regulär und | 
eindeutigist, 7 die Klasse, für die dasselbe für log f(z) gilt. Verf. bestimmt die ge- 
naue Sternschranke, die zugleich Schlichtheitsradius ist, für gewisse Teilklassen | 
von S, z. B. für diejenige, für die |log (f(z)/2)| < M ist. In diesem Falle ergibt sich 
der Radius des größten Kreises um 0, in dem |z| X(z,2) S2r/M gilt; dabei ist | 
K(z, x) die Szegösche Kernfunktion für D (vgl. Garabedian, nachsteh. Referat). 
Ferner erhält er die genaue Konvexitätsschranke für gewisse Teilklassen von T. 
— Die Beweise benutzen die von Garabedian in der zitierten Arbeit ausgebildete 
Methode der Randintegration, die an einer Stelle eine nicht unwichtige Ergänzung 
erfährt. Grunsky (Tübingen). 
Garabedian, P. R.: Schwarz’s lemma and the Szegö kernel function. Trans. 
Amer. math. Soc. 67, 1-35 (1949). 
Diese Arbeit, die Dissertation des Verf., bedeutet für die von Ahlfors, dem 
Ref. u. a. untersuchte Theorie der eindeutigen Funktionen in mehrfach zusammen- 
hängenden Gebieten einen entscheidenden Fortschritt. Er beruht zunächst auf einen 
verblüffend einfachen, neuen methodischen Grundgedanken: Die gesuchte Größe | 
wird durch ein Residuenintegral dargestellt, für dessen Betragsabschätzung Gleich- 
heit gilt, wenn alle Integralelemente gleichen Arcus haben. Ist F(z) eine in dem | 
Gebiet D mit Rand (reguläre eindeutige, in. D + O stetige Funktion mit |F(@)|<1, | 
F(z)) = 0, ap = F'(z)) > 0, f(z)eine Funktion mit dem einzigen Pol zweiter Ord- | 
nung 2, 12) = 1/@— 2) +. ., dann'ist | 


|| E 1 & l 
(1) Ft <z, Sradl=5,. 
Daraus folgt leicht 


l 5 
<;, mit’ ,& = max [0.478 l; = unt..Gr. l;, 


und hier gilt das Gleichheitszeichen, falls es für (1) ein Paar von Extremalfunktionen | 
Fo(2); Io(2) gibt; die Existenz von F, mit ap, =«& ist übrigens ohne weiteres klar. 
Bedingungen für F, und f, sind: (2) |F, (2)|=1 fast überall auf ©; | 
(3) arc#,(2) in) d2 = 0 auf O; 

Aus (3) folgt zunächst: Es gibt eine in D eindeutige Funktion A (z), die dort bis auf 
n bekannte Pole regulär, auf © > 0 ist und deren Nullstellen bis auf eine ebenfalls 
bekannte die von F,, außer z,, sind. F, hat also genau n Nullstellen und bildet 
sonach und nach (2) D auf eine n-blättrige Kreisscheibe ab. Für die zusätzlichen 
Nullstellen ergeben sich aus der Eindeutigkeit von F, und aus der von H je a—1 
Bedingungen, die sich als ein Jacobisches Umkehrproblem für die aus Vorder- und 
Rückseite von D bestehende Riemannsche Fläche zusammenfassen lassen, wobei die 
zu analytischen Funktionen ergänzten harmonischen Maße der Randkomponenten 
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A Names Y; edun ten (Dieses‘ Ergebnis hatte Ref. auf einem 
' Vortrag auf der Tübinger Mathematikertagung Sept. 1947, auf anderem Wege 


' entwickelt und ohne ausführlichen Beweis veröffentlicht.) Das in (3) ausgedrückte 
' Randverhalten der Extremalfunktion erlaubt nun für jede in D reguläre, in D an © 
| stetige Funktion y(z) die a 


\ 


[ 


= /vaK@a)de mit Kan) = 55,F6) (ho 


(fl/? erweist sich tasche als aus zwei eindeutigen Zweigen bestehend). K ist also ein 


‚ Kern im Sinne der Szegöschen Orthogonalfunktionen [Math. Z. 9, 218—270 (1921)] 
und durch eine Bilinearreihe K(2,2,) = FE y,(2) y,(2) darstellbar, wobei die y, 
k Bien 


. (bei unwesentlichen Einschränkungen betreffend D) als rationale Funktionen ge- 
' wählt werden können. Es ergibt sich weiter: x = 2rK (z,,2,). Da die Kernfunktion 
. im konkreten Falle numerischer Berechnung zugänglich ist, so gilt das nun auch 


‘für x. Diese Gedankengänge erlauben ferner eine Darstellung der Extremalfunk- 


. tionen mittels der Greenschen Funktion und der harmonischen Maße der Rand- 


komponenten. Die Szegösche Kernfunktion spielt nun in der Theorie der beschränk- 
ten Eunktionen eine ähnliche Rolle, wie die Bergmannsche in der Theorie der schlich- 
ten Funktionen. — Diese Er gebnisse werden auf das Painlevesche Problem ange- 


' wandt, das ist die Frage nach den Bedingungen dafür, daß es in dem Komplementär- 


gebiet einer abgeschlossenen und beschränkten Punktmenge nicht konstante ein- 
deutige und beschränkte Funktionen gibt. — Endlich wird die hauptsächlich von 
Pick und Nevanlinna für beschränkte Funktionen im Einheitskreis entwickelte 
Interpolationstheorie auf mehrfach zusammenhängende Gebiete übertragen, wobei 
die von Ahlfors und dem Ref. verwendete Variationsmethode nicht zu entbehren 
ist. Das (ebenfalls vom Ref. in seinem Tübinger Vortrag schon skizzierte) Ergebnis 
ist: N sei die Klasse der in D regulären und eindeutigen Funktionen F(z) mit 


|F(z)| <1, die den Interpolationsbedingungen (4) F@)=t, i=1, 


ger. A die Menge der innerhalb 2 möglichen Funktionswerte F(z,), wobei 
RER 7 ander verschieden seien. Dann ist A [wofern es nicht 
leer ist, die Bedingungen (4) also verträglich sind] abgeschlossen und konvex, und 
jedem Randpunkt von A entspricht genau eine Funktion F(z); diese bildet D auf 
den m-blättrigen Einheitskreis ab mit m Sk + n— 1. Für die Nullstellen dieser 
Extremalfunktion ergibt sich eine Charakterisierung ähnlich wie bei dem zuerst. 
behandelten Problem, doch wird die Formulierung als Jacobisches Umkehrproblem 
(das sich dann auf Integrale 3. Gattung beziehen würde) allzu kompliziert. — Zum 
Schluß wird noch auf ein Extremalproblem betreffend Funktionen #&(z) mit einem 
Pol 1. Ordnung in D und lim sup |E(2)| <1 eingegangen. Grunsky (Tübingen). 


Garabedian, P. R.: A problem of Robinson. Bull. Amer. math. Soc. 55,.91— 
922 (1949). 

Im Anschluß an seine vorstehend besprochene Arbeit behandelt Verf. das fol- 
gende von Robinson für 2-fach zusammenhängende Gebiete gelöste Problem 
[Robinson, Duke math. J. 10, 341—354 (1943)]: 2 sei die Klasse der Funktionen 
F(z), die in einem n-fach Zusammenhängenden Gebiet (n 2) eindeutig und bis 
auf höchstens den einen Pol 1. Ordnung z, regulär sind und das Randverhalten 
= 2eUp IF@)| <1 zeigen. Gefragt wird nach 6 (4,)= a IF (£,)| für ein beliebiges 

Me 


LeD. Da Fe)=1 zu 2 gehört, so ist o(&,) Z1. Die Frage ist, ob es eine 
Punktmenge A gibt mit o(&,) = 1. Für den Kreisring ist sie von Robinson be- 
jahend beantwortet und A genau angegeben worden. Verf. beweist nun allgemein: 


 D— Aist einfach zusammenhängend ; für n >3 hat A im allgemeinen innere Punkte 
“Es werden ferner einige vorbereitende Ausführungen zu dem Problem gemacht, das 


, 


entsteht, wenn mehrere gegebene Stellen als Pole zugelassen sind. Grunsky. 
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Schiffer, Menahem: An applieation of orthonormal funetions in the theory of 


conformal mapping. Amer. J. Math. %0, 147—156 (1948). 
Verf. benutzt die Theorie der orthonormalen Funktionen im Sinne Bergmanns 

zur Ableitung von im wesentlichen bekannten Resultaten aus der Theorie der 

schlichten Abbildung mehrfach zusammenhängender Gebiete; er betont das metho- 


dische Interesse, da das Verfahren verallgemeinerungsfähig ist auf mehr als zwei 
Dimensionen und auf allgemeinere elliptische Differentialgleichungen an Stelle der | 
Laplaceschen. — Da es für den vorliegenden Zweck wesentlich ist, auch gewisse 
Schlitzabbildungsfunktionen einzubeziehen, für die das die Norm definierende | 
' Flächenintegral divergiert, so werden die inneres Produkt und Norm definierenden | 
Integrale in Randintegrale verwandelt, die dann in der erweiterten Funktionsklasse. | 
zur Definition dienen. In einem vollständigen Orthogonalsystem dieser Klasse gibt | 
es genau eine Funktion negativer Norm. — Die Unabhängigkeit des Kernes von | 
dem zu seiner Darstellung (mittels bilinearer Reihe) benutzten Orthogonalsystem | 


führt zu bedeutsamen Aussagen, z. B.zu der bekannten 8(D) <2n!E(D), wo 


S(D) die Spanne des Gebietes D bezeichnet [vgl. Verf., Duke math. J. 13, 529—540 | 
(1946)], E(D) den Flächeninhalt der zu D komplementären Menge. — Spanne und | 


Parallelschlitzfunktionen lassen sich mittels der gewöhnlichen und der Kernfunktion 
für die erweiterte Klasse ausdrücken. Grunsky (Tübingen). 
Lehto, Olli: Anwendung orthogonaler Systeme auf gewisse funktionentheore- 
tische Extremal- und Abbildungsprobleme. Ann. Acad. Sci. Fennicae, A I, Nr. 59, 
51 S. (1949). 
Hauptzielder Arbeitist, die Existenzbeweisefür gewisse Abbildungsfunktionen auf 
der Grundlage der Bergmann-Bochnerschen Theorie der Orthogonalfunktionen zu 


führen [S. Bergmann, Math. Ann. 86, 238—271 (1922); Partialdifferentialequations, 


advanced topics, Publ. Brown Univ. Providence, 1941; Bochner, Math. Z. 14, 180 — 
207 (1922)]. Die in einem schlichten offenen Gebiete @ endlicher Zusammenhangs- 
zahl regulären und samt ihrem Integral eindeutigen Funktionen f(2), für die 


NN) f f If? dx dy (Norm von f) existiert, werden als Hilbertscher Raum (H-Raum) 
G 


aufgefaßt, wobei durch in [fg dx dy das innere Produkt definiert ist. Die Grundlagen 
G 


der Theorie werden nochmals dargestellt, insbesondere die Existenz eines vollstän- 
digen Orthogonalsystems und damit einer Kernfunktion bewiesen. Enthält @ den 
Punkt ©, so wird der H-Raum zum E-Raum erweitert durch Hinzunahme der 
Konstanten; das innere Produkt wird jetzt durch ein Randintegral definiert, das 
für den H-Raum mit obigem Flächenintegral übereinstimmt. Es werden nun die 
zwei Extremalprobleme gelöst: 1. Im H-Raum die Funktion B’(z) kleinster Norm 
zu finden, deren Entwicklung bei oo mit — 1/2? beginnt. — 2. Im E-Raum die Funk- 
tion 4’(z) kleinster Norm mit 4’(00)=1 zu finden. — Es wird nun bewiesen 
— das ist keineswegs einfach, wenn auch dem Grundgedanken nach übersichtlich — 
daß A(z) + kB(z) bei passender Wahl von k > 0 die Abbildung von @ auf die 
längs Strecken parallel zur reellen Achse aufgeschlitzte Vollebene vermittelt. — 
Die Arbeit enthält ferner die Lösung der folgenden allgemeineren Extremalprobleme 
im H-Raum: In der Gesamtheit der Funktionen f(z) aus H mit f(z,) = a,, 
(2, 4, v=1,...,N gegeben) diejenige mit kleinster Norm anzugeben; ebenso, 
wenn F(z,) vorgeschrieben mit F(z) = te) dz. Da N(f) den Inhalt des durch F 
entworfenen Bildes bedeutet, so hat diese Frage ein gewisses geometrisches Interesse. 
Für einfachen Zusammenhang wurde sie von Takenaka behandelt [Töhöku math. 
J.27, 21—40 (1926)]. Grunsky (Tübingen). 
Opitz, Günter: Die Konvergenz des Verfahrens von Theodorsen zur konformen 
Abbildung kreisähnlicher Gebiete. Arch. Math., Karlsruhe 2, 110—116 (1950). 
Der Rand J'eines einfach zusammenhängenden, bezüglich w — 0 sternförmigen 


ebietes @,, besitze die Darstellung o=0(ß), w= oe, und 0(6) sei eine stetige, 

stückweise glatte Kurve. Die Bestimmung der Funktion w= fe)=2-+-:-, die 
|< R schlicht in G,, abbildet, reduziert sich nach Theodorsen auf die Berech- 
nung von &(p)=9—9, z=reiP, aus der Beziehung 


2n 


A) &(9) =, J loge (8 + e(a)) cotg ?>° ax. 
; | 


En nn in 


wenn, wie Verf. zeigt, die Bedingung |o’(0)/o(0)|< 1 erfüllt ist. Bemerkung: Man 
kann, wie in einer Arbeit des Ref. gezeigt wird, ohne Bezugnahme auf das Abbildungs- 
problem die nichtlineare Integralgleichung (1) (sogar eine etwas allgemeinere) unter 
der Bedingung |o’/o| < 1 in eindeutiger Weise durch Iteration nach &(p) auflösen 
und mit e(p) eine in || < R eindeutige reguläre analytische Funktion w— f(z), 
f(0)=0 und f(0)=1, bilden. Von w= f(x) läßt sich nachweisen, daß sie die 
geforderte Abbildung leistet. Damit erhält man für die angegebene Gebietsklasse 


auf,die Konstruktion der richtigen Ränderzuordnung gründet, vgl. man J. Douglas: 
Solution of the problem of Plateau; Trans. Amer. math. Soc. 33, 263—321 (1931); 
dies. Zbl. 1, 141. Wittich (Karlsruhe). 
Aumann, Georg: Über die Streckenverzerrung bei konvexen konformen Abbil- 
dungen. S.-B. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad.Wiss. München 1948, 303—308 (1949). 
Ein Gebiet R der z-Ebene wird einer beliebigen konvexen Abbildung w = f(z) 
unterworfen. z, und 2, seien Punkte aus R, w, und w, ihre Bildpunkte, 
w=hwt+hw mt >, >00, h+h=-], 
2, das Urbild von w,. Gefragt wird nach der Menge der 2,, die sich ergibt, wenn f(z) 
alle konvexen Abbildungen durchläuft. Den Fall A}, =h, = % hatte Verf. früher 
untersucht [Math. Z. 46, 80—82 (1940); dies. Zbl. 22, 151]. Er wird hier nochmals 
in leichter Verallgemeinerung behandelt. Auf ihn wird der allgemeine Fall zurück- 
geführt. Das Ergebnis ist, daß die gesuchte Menge schon erschöpft wird von den 
Punkten z,, die man erhält, wenn man nur Abbildungen auf Kreise oder Halbebenen 
in Betracht zieht. Grunsky (Tübingen). 
Rauch, H. Ernest: Gen6ralisation d’une proposition de Hardy et Littlewood et 
de th6or&mes ergodiques qui s’y rattachent. ©.r. Acad. Sci., Paris 227, 887—889 (1949). 
1. Ein Satz, den Hardy und Littlewood für eine komplexe Veränderliche 
bewiesen ‚haben [Acta math., Uppsala 54, 81—116 (1930)], wird auf n Ver- 
änderliche übertragen: f(z,,.. . ., 2,) sei regulär in der Einheitshyperkugel |2,|? + * 
+ 2,®?<1. Man schreibe f(z,, ...,2,) = f(r, P), wobei O<r= |2,®?+ + [2,?<1 
und P ein Punkt der Einheitshypersphäre 8: |, ?+ "+ j2,?= list. Es gebe ein 
2>0, so daß für 0O<r<i gilt [ fir, P)?dV <0*, wobei dV das (?n— 1)- 
3 


En 


dimensionale Volumenelement auf S und 0% eine Konstante ist. Für dieses A gilt. 
. dann /( fin |f(r, Pl av<a C*, wobei & unabhängig von f(r, P) ist. Mit Hilfe 
Ss \0osr<1l 
des vorstehenden Satzes läßt sich ein Satz von F. Riesz [Math. Z. 18, 87 (1923)] 
verallgemeinern: Unter den Voraussetzungen des vorstehenden Satzes und 4 >1 
existiert eine Funktion f(P) der Lebesgueschen Funktionenklasse L? auf S derart, 
daß lim f |f(r, PJ— f(P)l?dV = 0 ist. — 2. Ergebnisse, die N. Wiener für eukli- 
>1S 
te Räume gewonnen hat (dies. Zbl. 21, 235), werden für lokalkompakte metrische 


Räume ausgesprochen. Ein solcher Raum mit der Metrik M und dem zugeordneten 
äußeren Maß m habe die folgende Eigenschaft: Wenn o eine Kugel vom Radius x 
"und 0’ die Punktmenge ist, die aus den Punkten von o und allen den Kugeln vom 


; : 27 
Aus (1) läßt sich &(p) iterativ berechnen e,(@) = = f logo (&x+e,_, ()) ea >a), 
In, Yg 


einen Beweis des Abbildungssatzes. Für einen allgemeinen Beweis, der sich ebenfalls 


N 


58 
"Radius <x gebildet wird, die Punkte mit o gemeinsam haben, ‚so, sei stets 
m(o') <Om(o). Dabei hänge € nur von der Metrik M ab. Ist in diesem Raum 
jedem Punkt P einer Punktmenge y eine Kugel o(P) mit dem Mittelpunkt P zuge- 


ordnet, so gibt es unter den o(P) endlich viele punktfremde Kugeln o, derart, daß 'E 


N m(o,) ZK m(y), wobei K nur von der Metrik M abhängt. Aus dem vorstehenden 


Beraltat, erhält man die Birkhoffschen Ergodensätze für kompakte Liesche Gruppen. 
F. Sommer (Münsteri.W.) | 

Haefeli, Hans Georg: Hyperkomplexe Differentiale. Comment. math. Helvetici 

20, 382—420 (1947). ö 

Verf. dehnt seine Untersuchungen über die geometrischen Eigenschaften der 
analytischen Quaternionenfunktionen [H. G. Haefeli: Quaternionengeometrie und 
das Abbildungsproblem der regulären Quaternionenfunktionen. Comment. math. 
Helvetici 15, 135—164 (1944)] auf allgemeinere analytische hyperkomplexe Funk- 
tionen aus. Ein wichtiges Hilfsmittel der Untersuchung bildet die Einführung 
einer doppelten Metrik: Die euklidische und die durch die Differentialgleichung 
induzierte Metrik. Verf. geht systematisch der Bedeutung der Regularitätsbedin- 
‚gung für das Differential der analytischen hyperkomplexen Funktionen in Linear- 
und Produktsystemen nach. Es zeigt sich, daß die Form des Differentials die ana- 
lytischen Funktionen und ihre Spezialisierungen so weitgehend charakterisiert, daß 
sie geradezu definierend verwendet werden könnte. Dies tritt besonders deutlich 
bei den eingehend untersuchten analytischen Quaternionenfunktionen hervor, da 
die Quaternionen sowohl ein Linear- als auch ein Produktsystem bilden. Im Lite- 
raturverzeichnis am Schluß der Arbeit sind sämtliche Arbeiten der Schule von 
 _R.Fueter über die Theorie der hyperkomplexen Funktionen zusammengestellt. 

Kriszten (Zürich). 
Kriszten, Adolf: Funktionentheorie und Randwertproblem der Diraeschen Diffe- 

rentialgleiehungen. Comment. math. Helvetiei 20, 333—365 (1947). 
Verf. untersucht die kräftefreien Diracschen Differentialgleichungen mit nicht- 
verschwindender Ruhmasse mittels hyperkomplexer Funktionentheorie im Sinn 
. von Fueter. Diese Gleichungen lassen sich als Regularitätsbedingungen von links- 
regulären Funktionen w in einer Cliffordschen Algebra schreiben. Die Randwerte 
sind auf einer gewissen, räumlich orientierten, Hyperfläche & gegeben. Der dem 
zweiten Cauchyschen Satz entsprechende ‚zweite Integralsatz‘“ dieser Funktionen- 
theorie liefert eine Integraldarstellung von w. Verf. bemerkt, daß dieses Integral 
durch seine „partie finie“ [vgl.J.Hadamard, Le probleme de Cauchy et les 
equations aux deriv6es partielles lineaires hyperboliques, Paris 1932; dies. Zbl. 
6, 205] ausgedrückt werden kann. Die Berechnungen werden einfacher, wenn man 
eine Hilfsfunktion p (Potential) einführt, aus der sich w durch Differentiation ergibt. 
Für p gibt es eine explizite Integraldarstellung ohne partie finie, so daß sich nun w 
aus den Randwerten auf & berechnen läßt. Fueter, der den Fall mit verschwin- 
dender Ruhmasse behandelte [Comment. math. Helvetici 16, 19—28 (1944)] konnte 
für die Lösung nur eine lineare Integralgleichung angeben. Trost (Zürich). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen: 


Hartman, Philip and Aurel Wintner: On linear difference equations of second 
order. Amer. J. Math. 72, 124—-128 (1950). 
q(x) und r(x) sind zwei für = 0,1,2,... reell definierte Funktionen mit 
q(2)>0 und s(x) =1—r(2)—g(x) > 0. Es wird bewiesen, daß die Differenzen- 
gleichung A?y(x) + r(2) Ay(z) — q(x) y(x) = 0 mindestens eine für & — 0.122232. 
definierte Lösung %9(2) besitzt, welche y,(2)>0 und A Yol2)<.0 erfüllt 
Ayla) = y@+d—y), Ayla) = A(Ay(a)]. Falls s(2)>—e (e>0) und 
q(2) > 0 vorausgesetzt wird, trifft der Satz nicht immer zu. Interessant ist>daß 


4 die von det Autoren. im Vorjahre für die entsprechende Ditferentialgleichung 

Yy’lR) + r(x) ya) — glR) y(x) = 0 angegebene Verallgemeinerung des Satzes von 
a kein lea für die Bedingung s(x) > 0 erfordert. — Unter Anwendung 
des oben formulierten Satzes wird weiter gezeigt: Falls p(x), 9(x) und r (x) drei für 
x—=0,1,2,... reell definierte Funktionen sind, die für <= 0,1,2,... den Be- 
dingungen: Po) > 0, 12) >0, P(@)—r(a)—g(a)>0 und a I a a 
(— 1)” Arg(2) 20, (—1)" Arr(x) >0 (Vollmonotonie) genügen, so besitzt die 
enechäng P(x) A?y(x) + r(x) Ay(z) —g(x) y(x) = 0 mindestens eine. 


für <= 0,1,2,... definierte vollmonotone Lösung y,(2) mit y,(2)>0 und 


1)" 2ry,(&) 0. . Töpfer (Köln)... 
Peyovitch, T.: Sur les anna de certaines &quations differentielles.. 


Vesnik Drustva Mat. Fis. Srbije 1, 41—44 und russische und franz. Zusammenfassg. Fr Be 


44 (1949) [Serbisch]. 

Il s’agit d’une transformation de certaines equations ditl&rantielles par laquelle ” 
ces equations se transforment en une forme plus simple et plus commode pour 
l’etude ou en une forme integrable par des quadratures. Autoreferat. 


Peyoviteh, T.: Sur Pintegration d’un systeme d’&quations differentielles. Acad. 
Serbe, Bull. Acad. Sei. math. natur., A 2, 176—188 u. serb. Zusammenfassg. 189,, 
(1948). 


Das System von Differentialgleichungen dx,/dt =_ » Ra Ar 9), 


wird durch Quadraturen gelöst, im Falle daß die konstanten Koeffizienten a, , 


den Bedingungen genügen: a,;0,, + %,;%, = 2a, l=L2:..,,n— 1]; 
k=i+1,i+2,...,n). Spezialfälle dieses Systems und ähnliche einfache Systeme 
werden diskutiert. St. Fenyö (Budapest). 


Cafiero, Federico: A proposito dell’equazione di Clairaut modifiecata. Boll. Un. 
mat. Ital., III. S. 4, 257—260 (1949). 
1805 

Sia f(x,y) continua nel rettangolo R: a sr sb, esy<sd, P,=(% %) 
un punto interno ad R,e 5, =(&,;, N) El; M) 1 <i, 1 punti comuni 
alla retta », per P,, di coefficiente angolare k, —= f(x, Y9), con il perimetro di A. — 
Se qualunque sia il punto P, sono verificate le limitazioni 
FE ytkl—%)]) Zk,per SZ 2S 5; Fler, ytRoR— Ho) Skupr I SCS Kg, 
allora il massimo e il minimo integrale dell’equazione y’—= f(x, y) passanti per 
(X, Y0) appartengono alla regione superiore alla retta r,. — Ove invece delle (*) siabbia 
fx yo+ko(— %o)] Sky per y< 78, Fr, ot kpl — zo] kp per SR rg 
allora alla regione superiore ad r„bisognerä sostituire la regione inferiore. — Come 
applicazione !’A. deduce un teorema di univocitä sulla cosi detta equazione di 
Clairaut modificata, giä stabilito daR. Van Kampen (questo Zbl. 15, 404) e 
da T. Wazewskie J.Szarski (questo Zbl. 31, 306). Giovanni Sansone. 


Reuter, 6. E. H.: Subharmomies in a non-linear system with unsymmetrieal 
restoring force. Quart. J. Mech. appl. Math., Oxford 2, 198—207 (1949). 

In der Arbeit wird die Differentialgleichung 

&tk&i+o®z2(l+ax)=fcospt 

(welche in der Theorie des Lautsprechers eine Rolle spielt) unter der Voraussetzung, 
daß k<1, «<1, pZ 20 ist, untersucht. In diesem Falle existiert eine (‚‚sub- 
harmonische“) Lösung, deren Periode zweimal so großist, als dieder Zwangsperiode p. 
Ist die Amplitude f zwischen gewissen, angebbaren Schranken enthalten, so ist 
sowohl die synchrone, als auch die subharmonische Lösung möglich. Die Ergebnisse 
werden mittels der Poincareschen Methode der kleinen Parameter gewonnen. Auch 
die Stabilitätsfragen werden eingehend erörtert. E. Egervary (Budapest). 
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Nardini, Renato: Sul comportamento asintotico degli integrali di un’equazione 


_ differenziale della dinamiea. I, I. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. 


mat. natur., VIII. S. %, 47-52, 52—61 (1949). 
Data l’equazione (1) y”(t) + g(t) y(t) = 0, e supposto g(l) non decrescente, 
(2) im g(t) = ©, L. Tonelli (questo Zbl. 16, 112) e G. Sansone (questo Zbl. 
t> oo 


16, 112) hanno dato criteri sufficienti atti a stabilire che tutte le soluzioni %Y(t) 
dell’equazione (1) soddisfano la condizione (3) lim y(t) = 0, o come si dice sono 
t> 00 


stabili. — In luogo della (1) si consideri l’equazione 

(4 HEHE +IN YO — PL). 

e nelle ipotesi: 1) g(t) sia assolutamente continua, non decrescente e soddisfi la (2); 
2) esista una costante positiva p tale che 


oo oo 
J w-rld<o; 3 [ Paul? Wa<, 
l’A. dimostra che tutti gli integrali della (4) soddisfano la (3). — L’A. stabilisce 


 ancora due altri criteri di stabilitä delle soluzioni dell’equazione (4). Sansone. 


Got, Theophile: Determination des solutions periodiques stables de certaines 
&quations differentielles quasi harmoniques. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 612—614 
(1950). 

An die Ergebnisse von Poincar& und Andronov anknüpfend, und gewisse 
Resultate von Kryloff und Bogoliuboff verschärfend, zeigt Verf., daß die Diffe- 
rentialgleichung d?x/di? = — x + u P (a, dx/dt) [u < 1, P = Polynom, für welches 
P—-a,0)=P(x,«) gilt] nach Einführung von Polarkoordinaten in der Form 


oo 
00, z 4" 0„(0) [0,6 +) =0„(0)] lösbar ist, für hinreichend kleine Werte 


von |u|. Als Beispiel wird die van der Polsche Gleichung [P = (1— 22) dx/dt] 
diskutiert, und die Fehlerschranke für diesen Fall angegeben. E. Egervary. 

Simonart, Fernand: Sur P’integrale particuliere de Cauchy d’une &quation lin6aire- 
Ann. Soc. sci. Bruxelles, Ser. I. 63, 24—30 (1949). 

Verf. untersucht die lineare Differentialgleichung 

Sm + KM d +. + X, y=X. 

Ist Y(2,&) ein partikuläres Integral der homogenen Gleichung f(y)=0 mit 
Ba) (a) Be (&:00).==.0, und BRSRTE) (&,,&8) = X (%), so ist 


bekanntlich y = il Y(x,)dx ein Integral der inhomogenen Gleichung, welches 


den folgenden Bedingungen genügt yo) = y.) == yRTD 08 Tat 

u (%); ug (2),...,%,(®) ein fundamentales System von Lösungen der homogenen 
Gleichung f(y) = 0, so wird durch einfache Rechnung bewiesen, daß 

| mad, (6) 

u (8): u, (a) 


um2) (x) SR UN (&) 
la) une) 
W„ bedeutet die Wronskische Determinante der Funktionen u, (x), u,(&), . .. ., u (&). 
Aus dieser Formel werden bekannte Sätze abgeleitet und aueh Gleichungen 
explizit gelöst. St. Fenyö (Budapest). 
Bol, 6.: Invarianten linearer Differentialgleichungen. Abh. math. Sem. Univ. 
Hamburg 163,4, 128 (1949). 
Verf. entwickelt in dieser Arbeit einen ausführlichen Formelapparat für die 
Differentialgeometrie der Kurven des n-dimensionalen projektiven Raumes. Einige 


can vom Verf. und seinem Schüler Stakowski für den Fall n=3, 4 gehen voraus x 


- Idies. Zbl. 31, 273 und Arch. Math., Karlsruhe 1, 200—204, 377—382 ( (1948/49)]. 
Der Grundgedanke ist der, daß die n +1 projektiven Koordinaten einer Raum- 
kurve des P, einer linearen ee ne 


Ü) zu — bu(t) 20 4 bu 2m ++ + bull) + ball) 


genügen. Es gilt nun, das Verhalten von (1) a) gegenüber den Änderungen t = f(i*) 


und b) den Umnormungen &=o(f) x(t) zu untersuchen in Hinblick auf spätere 


geometrische Anwendungen. Zunächst läßt sich durch eine geeignete Umnormung b) / 


erreichen, daß der Faktor von 2(”) Kae also 

(2) a) al) Rd + ta, +a,ul) a 

vorliegt. Eine besondere Rolle spielen nun die sog. Halbinvarianten vom Gewicht m, 
das sind solche Größen, die bei der Änderung a) den Faktor (dt*/dt)” annehmen. 


Koppelt man nun mit einer Parameteränderung a) eine solche von x, die die Form (2) 


ungeändert läßt, so muß & sich dabei wie eine Halbinvariante vom Gewicht —n/2 


verhalten. Es wird dann ein Differentiationsverfahren angegeben, das Halbinva- fi 


rianten wieder in solche überführt und von der Wahl ‚einer Grundhalbinvariante 


vom Gewicht —1/2 abhängt, die als Lösung von (3) @’—aw=0 zu entnehmen 
“ ist, wobei a mit (2) zusammenhängt. — Es gelingt nun, die gegebene Differential- 


gleichung so zu schreiben, daß in ihr nur halbinvariante Größen vorkommen und 


auch der Faktor a, verschwindet. Wichtiger ist jedoch die als Hauptsatz for- 


mulierte Angabe eines zu (1) äquivalenten Systems linearer Differentialgleichungen 
1. Ordnung in n + 1 unbekannten Funktionen, dessen Koeffizienten sich in über- 
sichtlicher Weise bei Parameteränderungen verhalten. Dies System wird auch im 
Fall der allgemeineren Gestalt (1) angegeben. Für die Anwendung auf die Differen- 
tialgeometrie ist es nun besonders wichtig, daß das zu der Kurve als Gesamtheit 
ihrer Schmiegräume gehörige lineare System mit dem vorgegebenen durch einfache 
Vorzeichenänderung zusammenhängt, während die Differentialgleichung (1) in die 
sog. adjungierte übergegangen ist. Eine Anwendung auf die Theorie der Modulformen, 
die ja Halbinvarianten gegenüber linear gebrochenen Parameteränderungen sind, 
beschließt die Arbeit. Burau (Hamburg). 
Stampaechia, Guido: Un’osservazione su un problema ai limiti per P’equazione: 
y9)—= Af(x,y,Y,...,ye®®»). Boll. Un. mat. Ital., III. S. 4, 235—239 (1949). 
L’A. considera il problema di valori al contorno per l’equazione differenziale 
(1) ym —4 62 Y; Y, u ya), 
ove A & un parametro [problema gio trattato in tutta la sua generalitä da E. Magenes 
(questo Zbl. 33, 182)], per ‘rilevare in qual modo, considerando la (1) come un inte- 
grale primo di un’equazione differenziale di ordine n + 1, si pu6 dedurre l’esistenza 
di almeno una soluzione del problema in questione dai teoremi generali giä noti 
per gli ordinari problemi di valori al contorno. Usufruendo di un risultato del relatore 
(questo Zbl. 22, 339), YA. stabilisce rapidamente il seguente teorema: Sia 


Kay, Y,...,y®») una funzione positiva, la quale sia continua assieme alle 
proprie derivate parziali del primo ordine nel campo 
S: 2.3 6, Wal <S B=0,1..3n li; y0 = yY), 
e si supponga che nel campo $ siano verificate le disuguaglianze 

a (2); <o,(yP) @=0,1,..,n—|1), 
ove p(x) e una funzione non negativa e integrabile in (a,b) e le funzioni w,(w) 
(= 0,1,...,n—1) sono continue, non negative e integrabili in (— ©, + ©). — 
Allora se (@, A 5=1,2,..,”r-+1) sono n-+1 punti del piano (a,b) con 
a<uy <my<:'<x,<b, esiste almeno un valore Ae una funzione y = y(x) 


continua assieme alle proprie derivate dei primi n + 1 ordini, che soddisfa l’equazione 


*  methodes mathematiques. „Die schon oft betonte ‚prästabilierte Harmonie‘ zwischen dem 


62 | 
(1) per A = A e le condizioni y@)=y, 0 =12.. N Fe Infine PA. ec | 
alla possibilit& di ridurre le ipotesi relative alla funzione I(®; YYoıı BE un 

fatte nel teorema che abbiamo riportato. S. Cingquwini (Pavia). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


e Picard, Emile: Legons sur quelques types simples d’&quations aux derivees 
partielles avee des applications & la physique mathematique. Nouveau tirage. (Cahiers 
scientifiques, I.) Paris: Gauthier-Villars 1950. 214 p. 

e Sommerfeld, Arnold: Vorlesungen über theoretische Physik. VI. Partielle 
Differentialgleichungen der Physik. 2. Aufl. Leipzig: Akademische Verlagsgesell- 
‘schaft Geest & Portig K.-G.- Wiesbaden, Dieterich’sche Verlagsbuchhandlung, 
Inh. W. Klemm 1947. XIII, 332 S., 42 Abb., brosch DM, 15.—. 


Ce volume est le dernier de ’ouvrage de YA. sur la Physique theorique. L’A. m&me fait 
remarquer dans la preface qu’on ne doit pas consid£rer ce livre comme appartenant ala Physique 
mathematique, mais plutöt comme un livre de Mathematique physique. Le but de louvrage 
n’est pas la formulation mathematique des faits physiques, mais le fondement physique des 


mathematisch Interessanten und dem physikalisch Wichtigen wird uns in folgendem auf Schritt 
und Tritt begegnen und macht unser Thema ästhetisch und, ich möchte sagen, metaphysisch 
besonders reizvoll‘: ainsi s’exprime-t-il ’A. qui presque un demi-siecle avant la publication de 
cet important ouvrage a &erit article bien connu de l’,‚Enzyklopädie der math. Wissenschaften“ 
. sur les problemes aux limites de la physique mathematique. — Le genre d’exposition est celui 
qu’aiment les mathematiciens qui considörent la Mathematique comme le langage de la Physique 
et par consequent on ne trouve pas dans le livre les nombreux e et ö qui caracterisent un expose 
d’analyse pure. — Le recueil final d’exercices avec l’indication des moyens pour les resoudre 
suit les six chapitres du livre. Passons en revue le contenu de chacun de ceux-ci. Dans le Ch. I 
YA. traite les series et les integrales de Fourier par la methode des moindres carres. Lorsqu’on 
complete cette methode par l’hypothese que !’A. appelle »Endgültigkeitsaxiom«, on a la possibilite 
de substituer aux processus plus formels des representations anciennes des algorithmes nouveaux 
valables aussi pour les foncetions spheriques et en general pour les fonctions propres (Eigenfunk- 
tionen). La formule integrale de Fourier est obtenue avec un passage & la limite de l'intervalle 
fondamental. Le Ch. [I eontient les notions eleEmentaires et plus importantes sur les equations 
aux derivees partielles du second ordre lineaires en deux variables reelles independantes avec 
la classification en equations hyperboliques, elliptiques et paraboliques, fondee sur la notion de 
caracteristique. L’A. y met bien en &evidence la difference de structure des equations des trois 
types envisages et les differents problemes que la physique pose pour elles. On trouve le concept 
de fonction de Green pour les diverses especes d’equations et la notion d’operateur differentiel 
adjoint, la methode d’integration de Riemann et les solutions fondamentales pour les cas elliptique 
et parabolique. Dans le cas hyperbolique, I’A. prefere nommer ‚‚tonction caracteristique‘‘ celle 
qui permet de resoudre le probl&me qu’il appelle ‚„„Randwertaufgabe erster Art‘ relatif & une 
courbe quelconque (tandis que la ‚ Randwertaufgabe zweiter Art‘ se rapporte aux caracteristiques 
issues d’un point). — Dans le Ch. IIT PA. resout plusieurs problemes de conduction de la chaleur. 
Apres avoir traite le cas lineaire, l’A. pose le probleme dans l’espace et applique la methode des 
images. Cette methode qui conduit a l’ötude des solutions fondamentales dans des espaces de 
‚Riemann a 6&t& appliquee par I’A. la premiere fois dans le Bd. 45 des Math. Ann., Berlin 1894 
et depuis dans le Bd. 47 pour la theorie math&matique de la diffraction de la lumiere. — Dans le 
Ch. IV PA. expose la theorie des fonctions de Bessel et de Legendre en en faisant ressortir toutes 
les proprietes les plus importantes pour les physiciens et les techniciens. Ilest & peine nöcessaire 
de remarquer que l’A. indique par le symbole I, la fonction de Bessel de premiere esp£ce au lieu 
du symbole courant J,„. Les fonctions de Bessel sont introduites par la representation integrale 
qui peut &tre interpretee comme la generation d’ondes cylindrigues par superposition d’ondes 
planes. — Les fonctions spheriques ou de Legendre naissent de la theorie du potentiel. On y 
montre les proprietes de la methode desrayons r&eciproques et on &etablit d’une mani£re tr&s in- 
teressante la formule de Poisson et son application a la theorie du potentiel. — A cet important 
chapitre suit le Ch. V qui n’est pas moins important. Pour s’exprimer avec ’A., tandis que le 
Ch. IV constitue le „stofflichen Schwerpunkt“, le Ch. V est plutöt le „geistige Schwerpunkt“ 
de ’ouvrage. L’objet de ce chapitre est la theorie des valeurs propres et des fonctions propres 
(Eigenwerte und Eigenfunktionen). Apres avoir etudie les vibrations d’une membrane, ’A. 
passe & l’espace en envisageant les petits mouvements d’une masse aerienne & l’interieur d’un 
creux rigide clos de dimensions finies. — L’analyse de ce probleme est fondee sur un principe 
qui dans son essence est dü a Ohm, mais quia 6te depuis generalise et employe par Lord Rayleigh 
dans son ouvrage classique Theory of sound, c’est pourquoi I’A. l’appelle Principe de Ohm- 


 Rayleigh. — Dans le $ 27, YA. remarque que dans un de ses travaux publie en 1912 dans le 
 Jber. Deutsche Math. Verein. 21, 312ila appele „Zackenfunktion‘ celle connue aujourd’hui dans 
tous les livres de physique moderne comme fonction ö de Dirac. — Le $ 28 contient la discussion 
_ d’un champ infini. On sait que dans ce cas le spectre des valeurs propres est continu. L’A. y 


introduit 1’,,Ausstrahlungsbedingung‘“ ou ‚‚Einstrahlungsbedingung‘‘ qui porte quelquefois son 


nom et qui est fondamentale Do traiter ce genre de probl&mes. Dans les $$ 29, 30 ’A. applique 
les prineipes generaux precedents & la mecanique ondulatoire en considerant le cas plus simple 
de l’atome d’hydrogene. — Quatre appendices suivent le Ch, V: la premiere concerne la norma- 
- lisation des fonctions propres dans un champ infini, la seconde s’occupe d’une methode nouvelle 
pour resoudre les problemes aux limites exterieurs de la mecanique ondulatoire avec consideration 
du cas particulier de la sph£re, la troisieme contient l’analyse des fonctions propres du probleme 
de la.diffusion (Streuproblem) en coordonnees paraboliques, la quatrieme traite les ondes planes 
et spheriques dans un domaine infini & un nombre quelconque de dimensions. On y introduit 
les polynomes de Gegenbauer (1875) qui generalisent les fonctions spheriques. — Enfin dans 
le Ch. VI, A. expose les probl&mes de la telegraphie sans fils. Cette analyse qui avait ete deja 
presentee dans le second volume de l’ouvrage bien connu de „Frank-Mises‘“ se trouve maintenant 
perfeetionnee et completee. — Le livre profondement pense exercera la plus remarquable in- 


{luence sur les chercheurs qui travaillent dans le domaine si interessant de la theorie des equations 


differentielles de la Physique. L’Academic Press de New York l’a publie tout recemment 
en langue anglaise. @. Lampariello (Messine). 

Saltykow, Nicolas: Problemes d’integration d’&quations aux differentielles totales. 
C. r, Acad. Sci., Paris 228, 1913—1915 (1949). 

*“T’A. accenna ad aleuni metodi (equazioni caratteristiche, variazione delle 
costanti arbitrarie, „trasformazioni di Mayer‘, ‚fattori integranti costanti“) per 
Vintegrazione di sistemi di equazioni ai differenziali totali, o appena proponendoli, 
o indiecandoli come sviluppati altrove. @G. Oimmino (Bologna). 


Eisenhart, Luther P.: Homogeneous contact transformations. Proc. nat. Acad. 


Sei. USA 36, 2530 (1950). 


Dafür, daß ein Gleichungssystem in 2n Variablen «!, «2, ..., 2", 9: Py -- > Pn 


eine homogene Berührungstransformation (B.T.) darstellt, ist bekanntlich not- 


wendig und hinreichend das Bestehen von 2» Gleichungen 


Nie £ cr N & ort 
N mn. 0 SD MEN 
Pe Pr Piz, ( ) 
Ausgehend von einem Jacobischen System 
“B ar. sn —( — 2 DDR 
(2) # i X f 7 op = 5 2% (&; ß ler) ") n) 


wird nun gezeigt: Stellt geine beliebige, nichtlineare, homogene Funktion vom Gradi 
in 9, Pa ---,?„ dar und bedeuten y‘ irgendwelche unabhängige Funktionen der 
Variablen = — öplop, v—=1,2,...,n), so bilden die Gleichungen & = y‘ den 
ersten Satz der Transformationsgleichungen (1) einer homogenen Berührungstrans- 
formation. Der zweite Satz wird erhalten, wenn man das System 


n op’ ar 
Piz Pr EN N) 
integriert, wo y* = #*— öy/öpx. — Der Satz ist verallgemeinerungsfähig auf den 


Fall, daß der Rang der Matrix 0x°/0x* kleiner als r ist. Statt von einem Jacobischen 
. System (2) wird dann von einem System 


t= + ImL+ IS hug =) WB=LR...n 


Ex oe EP 

{ er see l ad 
XP ee S nPa a) \ n=er+tLl...,n 
j Op & et 00% a m , °P (At ‚n) 


ausgegangen. Der entsprechende Satz lautet: Stellt @ eine beliebige, nichtlineare, 
homogene Funktion vom Grad lin 9,, Ps, .. -,?, dar und bedeuten 7 («"*?, 2”*?, ...., x") 
‚für =1,23,..,ni=1,2,...,n solche beliebigen Funktionen, daß die aus den 


y; und N p, Oyi/oa” gebildete Determinante D nicht identisch verschwindet, 
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‚dann stellen die Gleichungen 
n N 

zi — fi (Q1 02 n m pi! ß 

9% u (0 ‚6 a 30 ); a Piz er 


‚eine homogene B.T. dar. Hier bedeuten die fi irgendwelche beliebige, unabhängige 
Funktionen der 6”, letztere aber sind ihrerseits definiert als Lösungen des Systems | 


of 


Kuae== B% + B> AR a ne 
Pa del 
ange 
ee Erlen). 


Hardtwig (München). 


Bergman, Stefan: Two-dimensional transonie flow patterns. Amer. J. Math. 
70, 856—891 (1948). ER 

Die Bestimmung der Stromfunktion y für die Bewegung einer reibungslosen | 
kompressiblen Flüssigkeit führt bei Heranziehung der Hodographenebene M, ö auf | 
(die lineare partielle Differentialgleichung (1) Z(H) 8/0092 + &y/oH”—=0 (H be- 
kannte Funktion der Machschen Zahl M, I(H) = (1— M?)jo?, o Dichte, 9 Rich- 
tungswinkel). In der Nachbarschaft von 7=0 oder M=1 (d.h.der Schall- 
geschwindigkeit) wird (1) oft durch (2) —C H 2/09? + yJöH? = 0 (C konstant) | 
ersetzt. — In Verallgemeinerung des bei inkompressiblen Flüssigkeiten üblichen 
Vorgehens, als Potential bzw. Stromfunktion den Real- bzw. Imaginärteil einer 
‚analytischen Funktion heranzuziehen, verwendet hier Verf., um Lösungen von (1) 
zu erhalten, eine Operatorenmethode. Diese führt auf die Bestimmung gewisser | 
linearer Integraloperatoren, die eine beliebige Funktion f in eine Stromfunktion 
transformieren. Der Operator erster Art führt in Abhängigkeit von einer beliebigen 
Funktion einer komplexenVeränderlichen auf die Stromfunktion einer Unterschall- | 
‚strömung, gültig für M<1,—o<®9< + 00. Eine analoge Darstellung für die 
‘Stromfunktion einer Überschallströmung in Abhängigkeit von zwei differenzierbaren |} 
Funktionen einer reellen Variablen gilt für M>1, —oo<d< + 00. Bei Be- 
nutzung des Integraloperators zweiter Art erhält man vier analoge Darstellungen 
in Abhängigkeit von beliebigen Funktionen einer Veränderlichen. Dabei ist die 
M,d-Ebene durch gewisse, durch den Punkt M = 1, 9% = ( verlaufende Kurven | 
in vier Teile zerlegt; in jedem ist eine der genannten Darstellungen gültig. Wird 
‚die vereinfachte Gleichung (2) herangezogen, so können diese vier Darstellungen zu | 
einer einzigen kombiniert werden. — Im Hinblick auf das zugrunde liegende hydro- | 
dynamische Problem steht man vor der Aufgabe, Bedingungen für eine Funktion f 
so anzugeben, daß die Transformierte in einem vorgeschriebenen Bereich der 
M, d-Ebene definiert ist. Es muß dabei beachtet werden, daß dort Lösungen mit 
Singularitäten gesucht werden, da bei der entsprechenden Strömung in der „physi- | 
kalischen“ Ebene auf gewisse wichtige Singularitäten nicht verzichtet werden kann. 

Maruhn (Dresden). 


Rellich, Franz: Das Eigenwertproblem von Au +Au=0 in Halbröhren. | 
Studies Essays, pres. to R. Courant, 329—344 (1948). | 

Es handelt sich um die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Differentialglei- || 
chung Au+Awu= (0 in unendlich ausgedehnten Gebieten des n-dimensionalen | 
Raumes, die Verf. Halbröhren in einer der Koordinatenrichtungen nennt. Sie sind | 
Verallgemeinerungen von Halbröhren des dreidimensionalen Raumes, die sich in | 
einer Koordinatenrichtung ins Unendliche erstrecken. Schneidet man von | 
einer solchen Halbröhre durch eine Ebene normal zu dieser Koordinatenrichtung ein | 
Stück ab, so entsteht ein räumliches Gebiet, das von einem Teil dieser Ebene und | 
einer Fläche F begrenzt ist Der übrige Teil ist eine sich ins Unendliche erstreckende 
Röhre. Für das Eigenwertproblem wird die Randbedingung u — 0 auf F gefordert. | 


. Es wird gezeigt, daß eine sich genügend verengende Halbröhre ein diskretes Eigen- 
_ wertspektrum besitzt. Der Halbzylinder hat ein rein kontinuierliches Spektrum; 
hängt man aber an ihn ein genügend großes endliches Gebiet an, so entsteht eine 
. Halbröhre, für die der tiefste Eigenwert ein sogenannter Punkteigenwert ist, d.h. 
' ein solcher, dessen zugehörige Eigenfunktion über das Grundgebiet quadratisch 
' integrierbar ist. 


Lense (München). 
Westphal, H.: Zur Abschätzung der Lösungen nichtlinearer parabolischer Diffe- 


 rentialgleiehungen. Math. Z. 51, 690—695 (1949). 


Es handelt sich um Abschätzungen von Lösungen nichtlinearer parabolischer. 
Differentialgleichungen, die schließlich in folgendem Satz gipfeln: Ist f(x, £, u, %,, %,,) 


- eine reelle Funktion ihrer fünf Veränderlichen, die für jede feste Variablenkombi- 


nation x, ft, u, u, eine monoton wachsende Funktion von u,, ist (vom Verf. kurz 
Funktion vom Typus 7 genannt) und genügt sie in bezug auf u einer Lipschitz- 


bedingung, so gibt es bei vorgeschriebenen Randwerten höchstens je eine Lösung 


der Differentialgleichung va, =f im Bereich 0<r<1, 0<t<T. Diese Be- 
dingung ist hinreichend, aber nicht notwendig für die Eindeutigkeit der Lösung. 
Sie kann durch weniger enge Bedingungen ersetzt werden. Ferner wird gezeigt, 
wie mit zunehmender Breite des Grundgebietes der Einfluß der links und rechts 
vo»&egebenen Randwerte auf den Wert der Lösung in einem festgehaltenen inneren 
Punkt des Grundgebietes immer geringer wird. Lense (München). 

Bononeini, Vittorio E.: Un problema della propagazione del ealore. Atti Sem. 
mat. fis. Univ., Modena 3, 142—161 (1949). 

L’equazione per la propagazione del calore in una lamina rettangolare percorsa, 
parallelemente ad un suo lato, da corrente continua, cioe l’equazione: 

°0 020 020 \ 

ler | a L 66 eo 
(8 temperatura, x, y, coordinate dei punti della lamina, 7 tempo, a, b, A costanti) 
viene risolta sia nel caso stazionario (Cd/ör = 0), supponendo nulla la temperatura 
al contorno della lamina, sia nel caso non stazionario supponendo nulli i valori 
iniziali oltre che i valori al contorno della temperatura. Le soluzioni vengono espresse 
mediante sviluppi in serie di soluzioni elementari ottenute col metodo della separa- 
zione delle variabili. Graffi (Bologna). 

Conti, Roberto: Sul problema di Cauchy per le equazioni di tipo misto 
YRz22 — x" 2,, = 0. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., III. S.2, 105—130 
(1950). 

Das Riemannsche Verfahren für die Integration der linearen hyperbolischen 
partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit vorgegebenen Anfangsbedingungen 
wird auf die im Titel erwähnte Gleichung (k ganze positive Zahl) angewandt. Nur 
Punkte x, y, für welche die Gleichung von hyperbolischem Typus ist (x* yF > 0), 
kommen dabei natürlich in Betracht. Als Anfangskurve nimmt aber Verf. die 
x-Achse, wo die Gleichung parabolisch ist; das bedingt einige Schwierigkeiten, 
trotz welcher, wie Verf. zeigt, Eindeutigkeitssatz und Existenzsatz für © >0, 
0<y<x, unter passenden Regularitätsbedingungen für die Anfangswerte ge- 
wonnen werden können. Die Anwendung ‘der Methode erfordert eine vom Verf. 


 vorausgeschiekte Untersuchung der charakteristischen Kurven und der Riemann- 


schen Funktion, welche explizit angegeben werden. @. Cimmino (Bologna). 

Viguier, @.: Les ehaines de Darboux et l’&quation de Fourier. Experientia, 
Basel 5, 439 (1949). 

Die Verallgemeinerung der Lösung der Fourierschen Gleichung, die G. Ribaud 
gegeben hat, führt zum Satz von Darboux und zur Bildung von Gleichungs- 
ketten. Das geometrische Problem der verallgemeinerten Erzeugenden [G. Viguier, 
Ann. Fae. Sei. Univ. Toulouse, Sei. math. Sci. phys. 59 (1945)] steht damit in 
Verbindung. Kriszten (Zürich). 
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Pignedoli, Antonio: Su aleune equazioni differenziali del primo ordine in ei 
intervengono le funzioni armoniche, e corrispondenti applicazioni meccaniche. Atti 
Sem. mat. fis. Univ., Modena 3, 3—9 (1949). 1‘ 

Verf geht von der bekannten Überlegung aus, daß die Differentialgleichung | 


zn dz + 2 dy = (U eine bekannte harmonische Funktion) das Integral | 
& Y 
; dl ERBE SC@kEN a 
V (x, y) = const. liefert (vr Ye Realteil | 7, AL ee = . Es wird | 
dann gezeigt, daß die Bestimmung der ebenen Bewegung eines Massenpunktes, 
der der Kraft X = a Me 27 [U harmonische Funktion, 4? = (grad U] 


Aero? 42 9y 
unterworfen ist, sich auf ähnliche Überlegungen zurückführen läßt, desgl. auch ' 
die Lösung der Gleich Do, _ (Ta 22 4, —=0 (U harmonisch). | 
g der Gleichung [(G) kon ed ) | 
Maruhn (Dresden). 
Brelot, Mareel:. Le probleme de Dirichlet geodesique. C. r. Acad. Sci., Paris. 
228, 1790—1792 (1949). | 
Es sei 2 ein beschränktes Gebiet des euklidischen Raumes von n >2 Dimen-. 
sionen mit einer geodätischen Metrik, und es bezeichne F die „geodätische Be- | 
grenzung“ von 2. Bezüglich des Dirichletschen Problems für Q und F („geodäti- 
sches Problem“) gilt der Satz 1: Es sei f eine reelle Funktion auf F, und man be- 
trachte die in 2 subharmonischen Funktionen, deren jede nach oben beschränkt 
ist und in jedem Punkte P&F einen limsup, <f(P) zuläßt (der Index g weist 
auf die geodätische Betrachtungsweise hin). Die obere Hülle (‚enveloppe supe- 
rieure“) 40, dieser Funktionen ist + 00, — 00 oder harmonisch. — Erklärt man | 


ferner #, = — Sp, und ist 4, = %, = 4, so heißt f eine „auflösende Funk- 
tion‘ (fonction resolutive). — Es gelten weiter Sätze folgender Art: Satz 2: Ist f 
auf F nach oben beschränkt und bezeichnet M,, eine „reguläre“ Folge von Punkten 
aus 2, die „geodätisch“ gegen P€F strebt, so gilt lim sup %,(M,)<limsup, ' 
N 0 
von fin P. — Satz 3: Es sei die Funktion f beschränkt und stetig auf F. Dann ist 
sie auflösend, und es strebt überdies mit ©, —2(»,CQ) die Wienersche Funk- | 
tion 400" gegen 70,(® beschränkte und stetige Fortsetzung von fin @ + F hinein). 
— Satz 4: Notwendig und hinreichend dafür, daß f auf F auflösend ist, ist die Sum- 
mierbarkeit von f für das harmonische geodätische Maß u°(e) (bezüglich eines be- | 
liebigen Punktes O in 2). Es ist #,(0) = [rau °. — (Alle Sätze ohne Beweis.) 
Maruhn (Dresden). 

Hall, R. N.: The applieation of non-integral Legendre funetions to potential 
problems. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 925—931 (1949). 

Die Lösung der ersten Randwertaufgabe der Potentialgleichung für kegel- 
förmige Berandungen führt auf Legendresche Funktionen mit reellen, nicht ganz- 
zahligen Zeigern. Für die Nullstellen der dabei auftretenden Funktionen sowie für 
die Integrale über solche Funktionen, die bei den entsprechenden Reihenentwick- 
lungen zur Verwendung kommen, wurden Zahlen- und Kurventafeln berechnet. 

Lense (München). 


Variationsrechnung: 


Nöbeling, 6.: Über die erste Randwertaufgabe bei regulären Variationspro- 
blemen. I. (Existenz der Lösung.) Math. Z. 51, 712—-751 (1949). 

F(p, q) ist eine eindeutige reelle Funktion, definiert und regulär analytisch in 

der Kreisscheibe 9 + q?<D? ((< D<-+ oo) der reellen pg-Ebene; außerdem 

gelten die Ungleichungen F,„>0 und F,„F,..—F3ı>0. Die Raumkurve R 

ist eine Punktmenge im xzyz-Raume, die die folgenden Eigenschaften besitzt: 
(2) R ist Summe von endlich vielen paarweise fremden einfach geschlossenen 


0<r<+00 derart, daß durch jeden Punkt von ®* (mindestens) ein zu 2 
fremder, © nicht umschließender Kreis mit dem Radius r vorhanden ist (Stumpf-. 


heitseigenschaft vom Grade r auf der Seite ®); (Z,) es existieren zwei Zahlen e 
undd mit 0<e<+ co und 0<d< D derart, daß es zu jedem Punkt P von R RE 
zwei Kugeln mit dem Radius c gibt, deren Steigung in P höchstens gleich dist und 
von denen die eine Kin P von oben, die andere Kin P von unten berührt. Die ZU 


gelassenen Funktionen h (x, y) sind in & definiert und besitzen eine lokale Dehnungs- 


schranke < _D. Die Randwertaufgabe lautet: Unter den Funktionen Ah(x, y), die 


auf 6* mit r*(x, y) übereinstimmen, jene zu bestimmen, die das Integral 
f F(h,,h,) dx dy zu einem (strengen) Minimum machen. Der Inhalt der Arbeitist 
© 


durch die folgenden Sätze ausgedrückt: (S,) Es seien r,, c, und d, drei beliebige Zahlen 
mit O<n<s+9, 0<ys+oo und 0<d,<D. Dann existiert eine Zahl 


0 = (ro; Co 8%) > 0 derart, daß für jede zugelassene Kurve Rmit r>r, c >cy 
d>yj, und einem Durchmesser <g, die Randwertaufgabe lösbar ist. (S,) Für 
jed@ zugelassene Kurve R mit .c = + oo ist die Randwertaufgabe lösbar. Diese 
Existenzsätze umfassen frühere Ergebnisse von A. Haar [Math. Ann., Berlin 97, 
124—158 (1917); Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 8, 1—31 (1931)]. Verf. hat 


einen wesentlichen Schluß. von A. Haar folgendermaßen übertragen: Eine Funk- H 
tion 7 (x, y) wird konstruiert, und man will zeigen, daß sie eine Lösung der Rand- 


wertaufgabe ist. Nimmt man an, daß es nicht der Fall ist, dann wird auf die Existenz 
einer Lösung ®(x, y) der Eulerschen Differentialgleichung geschlossen, deren zuge- 


hörige Fläche z= ®(z,y) die Fläche z= H(x, y), jedoch nicht R zerschneidet. 
Altklassische und mengentheoretische Hilfsmittel werden bei der Konstruktion von | 


‚H herangezogen, z. B. ein Existenzsatz nach Cauchyschem Muster für die Eulersche 
Differentialgleichung, auf welchen die Annahme der Analytizität zurückzuführen 
ist. Eine solche starke Annahme bildet einen Gegensatz zu den sparsam gewogenen 
Voraussetzungen über die zugelassenen Raumkurven X und Funktionen h(z, Y). 
[Bemerkung des Ref.: Das untersuchte Problem läßt sich als das Problem der 
Existenz einer Minimalfläche durch eine Raumkurve in einem dreidimensionalen 
Minkowskischen Raum interpretieren. Bis jetzt wurde es mittels direkt-geometri- 
scher Methoden nicht in Angriff genommen. Vgl. H. Busemann, Bull. Amer. 
math. Soc. 56, 5—16 (1950)]. Chr. Pauc (Kapstadt). 


Nöbeling, G.: Über die erste Randwertaufgabe bei regulären Variationsproblemen. 


IH. (Abänderung der Randwerte). Math. Z. 52, 1—31 (1949). 

Diese Arbeit setzt die vorsteh. besprochene fort. (£ ist ein System von zuge- 
lassenen Kurven. Für jede Kurve N aus (% bezeichnen r(R) bzw. ce (NR) bzw. d(R) die 
Suprema von den in (Z,) und (Z,) vorkommenden Zahlen r bzw. ce bzw. d. (R ist mit 
einer Metrik A(R,,R) versehen, die folgende Eigenschaften besitzt: Die von A in R 


induzierte Topologie ist feiner als die von der Frechetschen Entfernung induzierte 


Topologie. Zu jeder Kurve R, aus R existiert ein &, > O derart, daß auf der offenen 
Kugel X (R,; &) gelten: Infr (R) > 0, Infe(R) > 0, Inf AR) > 0, Supd(R) <D 
(gleichmäßige Glattheit). Die Menge der Kurven aus ( mit Lösungen wird mit (R, 
bezeichnet. Ist Reine Kurve mit Lösung H, dann heißt d(N) das Infimum der Zahlen d, 
für welche die Steigung VH?: ( x2,y)+H}(2,y) <d in ganz G ist. Zwei Sätze 
werden bewiesen: (S,) Die Meose R, ist on in R. (S,) Konvergiert die RUE NR} 
aus (R gegen eine Kurve Raus @ — R,, so konvergiert die Folge {A(R,)} gegen D. 
Folgende Beispiele von zugelassenen Kurvenräumen ae en. Das erste 
ist eine lineare Schar 2=u(2,y)+ 9, 2, (,y)+ "+09, (5 Y), (a y)E@*, 
5 


Le NM: (Z 2) R: läßt Seht in der Form 2 — Pre, Y) ‚darstellen; (Zz Yen 
Definitionsbereich von r* ist die Begrenzung &* einer beschränkten zusammenhän- 
genden offenen Menge & in der xy-Ebene; (Z,) es existiert eine Zahl r mit N 


68 | 
wobei AR, NR”) als 


vo) -O7% + --- + (=) 


definiert ist. Das zweite ist das System aller einfach geschlossenen Kurven N, 


"welche neben den Eigenschaften Z,, Z,, Z, die folgenden Eigenschaften haben: | 
(Z}) Die Funktion r* ist auf @* lokal dehnungsbeschränkt mit lokalen Dehnungs- 
schranken <D. (Zi) R ist rektifizierbar und die Koordinaten der Punkte von R 
sind nach der Bogenlänge zweimal stetig differenzierbar. Die Definition von A ist 


der Frechetschen Definition im Falle der Nachbarschaft zweiter Ordnung ähnlich, 


Chr. Pauc (Kapstadt). 


Reid, William T.: Expansion methods for the isoperimetrie problem of Bolza 


in non-parametrie form. Amer. J. Math. 71, 946—957 (1949). 


Anterieurement [Duke Math. J. 5, 675—691 (1939); ce Zbl. 22, 56], YA. avait 


 obtenu des conditions suffisantes pour un minimum relatif fort dans le probleme 
'isoperimötrique de Bolza en calcul des variations. Il s’appuyait essentiellement 
sur un th&oreme de Lindeberg. Ici, sans utiliser ce theoreme, il retrouve les m&mes 
conditions en ötendant une methode qu’il avait deja employee pour le probleme 


ordinaire de Bolza [Ann. Math., Princeton, II. S. 38, 662—678 (1937); Trans. | 


Amer. math. Soc. 42, 141—154 (1937), ce Zbl. 17, 267]. Il donne egalement un 
„theoreme d’Osgood“ et quelques autres r6sultats importants, parmi lesquels une 
extension des r6ösultats de Radon sur la relation entre le signe de la variation 
seconde et l’existence de certains types de solutions de l’equation differentielle 
‚ matricielle de Legendre associee. Dufresnoy (Bordeaux). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


e Picard, Emile: Lecons sur quelques Squations fonetionnelles avee des appli- 
cations & divers problemes d’analyse et de physique math&matique. Nouveau tirage. 
(Cahiers scientifiques. III.) Paris: Gauthier-Villars 1950. 187 p. 

‚  Thielman, H. P.: On generalized Cauchy funetional equations. Amer. math. 
Monthly 56, 452—457 (1949). 

Es werden die im Bereiche — 1/n < x < 0 stetigen, nicht identisch verschwin- 

denden Lösungen der Funktionalgleichung F(x + y+nxy) = G(x)H(y) (*) 


gesucht (n > 0 ganz; F, @ und H sind die unbekannten Funktionen). Es wird 


zuerst bewiesen, daß alle, für —1/n< x stetigen und nicht identisch verschwin- 
denden Lösungen der Funktionalgleichungen f,(@ +y+nxy) = f,(x) },(y) 
(n > 0) von der Gestalt f, (2) = (1+nx)" sind (k ist eine beliebige reelle Zahl). 
Alle stetigen Lösungen von (*) sind von der Form G(2) =@(0) 1 +na); 


H(&) = H(0)(1+na)%; Fa) =G(0)A(0) (1 + na); (G(0)#0, H(0) +0). 


In dieser Arbeit werden noch folgende Funktionalgleichungen gelöst: 


atryrnzy)—=g(la) + my): 
Die allgemeine stetige Lösung dieser Gleichung ist: g,(2) = klog(1+nx) und 
die allgemeine stetige Lösung von fx + y+nxy)=g(x) + h(y) besteht aus 
den Funktionen g(&)=klog(1+nx)+g(0, Ah(a)=klog(l+nx) -+h(0); 
f(&) = klog(1+nx) + g(0) + h(0). — Endlich wird noch bemerkt, daß aus den 


f„(&) gewisse Funktionen abgeleitet werden, welche Relationen analog zu denen der . 


trigonometrischen Funktionen genügen, und als Verallgemeinerungen dieser be- 
trachtet werden können. St. Fenyö (Budapest). 
Pellegrino, Franeo: Su aleune equazioni funzionali. Boll. Un. mat. Ital., III. 
S. 4, 135—139 (1949). 
Es wird die Funktionalgleichung (*) v(x) f(1/x) = f(x) diskutiert. v(x) ist 
‚eine gegebene, f(x) die gesuchte Funktion. Verf. beweist, daß die Gleichung (*) 
dann und nur dann lösbar ist, falls v(x) eine Funktion der Form R 
v(x) = exp [log x K (log? x)] 


ht .. -. - £ v N 
1 R N = 


von (*) eine Funktion der Form: f(x) =v(x)/[1-+v(x)] K, (log? x), wobei K, eine 
beliebige Funktion bedeutet. N St. Fenyö. (Budapest). 

Mackey, George W.: Imprimitivity for representations of loeally eompact groups.I. 
‚Proc. nat. Acad. Sei. USA 35, 537-545 (1949). : 


L’A. etend aux groupes localement compacts la notion classique d’imprimitivite, de la 
facon suivante. Soient M un espace localement compact separable et @ un groupe localement 


' compact separable d’homeomorphismes x —xs de E sur EZ; un systeme d’imprimi- 
‚tivite {9, U, P} de base M est forme par: a) un espace de Hilbert separable 9; b) une representa- 


tion unitaire continue s—> U, de @ dans 9; c) un homomorphisme (completement additif) 


non trivial E— P, de la famille des ensembles boreliens ECM dans la famille des projec- 


teurs de 9, de telle sorte qu’on ait la relation U,' P, U,— Pys. Le systöme est dit transitif 


si @ agit transitivement sur M, et ergodique si tout ensemble borelien ECM invariant par @ 


'verifie PR= 0 ou P3—= 1 (cette notion se ramene & la notion correspondante en theorie de 
: la mesure: si m est une mesure positive sur M telle que P,= 0 soit equivalent & m(B) — 0, 
‚@ conserve la famille des ensembles de mesure nulle pour m, et le systeme est ergodique si et 
 seulement si @ est ergodique au sens habituel relativement A m). Si le groupe @ agit „reguliere- 
' ment“ sur M, i.e. s’il existe une suite Z,, d’ensembles boreliens invariants telle que tout orbite 
' soit lintersection d’une suite partielle En,, alors l’ergodicite equivaut & la transitivite, en ce sens 
‚ que dans ce cas la ‚„‚mesure‘‘ P est concentree sur un orbite bien choisi. Ceci et la possibilite 
‚ probgble de decomposer tout systeme d’imprimitivite en parties ergodiques conduit P’A. & 
etudier les syst&mes transitifs, qu’on obtient &videmment en prenant pour M un espace homogene 
@/@, (classes & droite modulo un sous-groupe ferme G,); dans ce cas, on peut construire explicite- 
ment tous les systemes bases sur @/@,, comme suit. Soit m une mesure positive bornee sur @/G,, 
„quasi-invariante‘ par @; m existe et est unique a une equivalence pres; soit &— Le unerepresen- 
tation unitaire de G, dans un espace de Hilbert 9,; soit 9; ensemble des fonctions boreliennes 
definies sur G, & valeurs dans 9,, verifiant: a) f(&s)= Lef(s); b) ||f(s)||, qui ne depend que 
de la classe $s de s dans M, est de carr€ sommable pour m; il est facile de voir que 9, estun 
espace de Hilbert avec le produit scalaire (f, g) = ei (f(s), g(s)) dm(s); posons d’autre part 


(par le theoreme de Lebesgue-Nikodym) dm(&s) — o(&, 5) : dm(&); on obtient alors un systeme 
d’imprimitivite {9,, U, P} base sur @/@, en posant U,f(t) = o(t, s) : f(ts) et, pour un ensemble 
borelien E M dont la fonction caracteristique est Dr: Pyf(s)—= Dy(s) :f(s). L’A. demontre 
que tout systeme d’imprimitivite base sur @/G, s’obtient de cette facon, et que les systömes 
‚ engendres par deux representations L et L’ de @, sont unitairement &quivalents si et seulement 
si ces representations le sont. — Le resultat pr&cedent permet de donner dans certains cas une 
methode generale pour construire toutes les representations irreductibles de @. Soit en effet 
{9, U} une telle representation, et soit G, un sous-groupe abelien invariant de G; restreinte & 


base sur le groupe dual 6; de G,; comme @, est invariant, @ agit de facon naturelle sur G,, et il 
est visible qu’on obtient ainsi un syst&me d’imprimitivite qui, etant irreductible, doit Etre 
' ergodique — done transitif dans le cas olı @ agit „‚regulierement‘ sur @,; dans ce dernier cas, la 
representation s’obtient done par les constructions decrites ci-dessus & partir d’une represen- 
 tation irreductible d’un sous-groupe convenable de @, savoir le sous-groupe des s€ @ qui con- 
servent un certain caractere de @,. Si en particulier il existe un sous-groüpe abelien @, tel que 
tout s €@ admette une repr6sentation unique sous la forme s—= 99 HE» HE), etsi@ 
agit „regulierement‘“ sur G,, alors on obtient un procede explicite pour construire toutes les 
representations irreductibles de @. — N.B. Il y a lieu de rectifier les erreurs d’impression sul- 
 vantes: p. 539, ligne 8 du bas: &€ @, (au lieu de € <- @,); p- 540, ligne 3: 5”! (au lieu de 57); p- 542, 
ligne 10 du bas: le second @, est un @,, de möme qu’ä la ligne suivante; ligne 3 du base:G, N @, 
(au lieu de G6,nG,); p. 543, ligne 2: le second @, est un G,; ligne 3: G, au lieu de @,. 
; R.Godement (Nancy). 

Korenbljum, B. I.: Über einige spezielle kommutative normierte Ringe. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 281—284 (1949) [Russisch]. 

L’A. &tend ä un groupe localement compact abelien separable @ certains theo- 
remes tauberiens de N. Wiener, et obtient par exemple le resultat suivant. Soit 
A(x) une fonction positive sur @, bornee et appartenant ä une classe de Baire. Soit 
HP (G,6) (1 <p< + ©) l’espace des fonctions p definies sur @ et pour lesquelles: 


.a) ||p|| = vrai max [ [6 (#9) |p(2)]” de]"” < + 00; b) Pelement g,€L, defini par 
yeG 


9,(2) = d(zy)!P -p(x) est une fonction faiblement continue de y; c) ||p,||? tend 


ist. K ist eine beliebige Funktion. In diesem Falle ist die allgemeine stetige Lösung: 


G,, cette representation admet une decomposition spectrale, d’ot un homomorphisme EP, 


= 
x 


vers 0 quand ytend vers l’infini. Soit Av (G, 6) le dualde l’espace de Banach HP (G, 0); 
ilest realisable comme suit: toute forme lineaire continue f(p) sur H? est de la forme 
Hip) = S flo) - px) da, ou fix) = ra) |JOey) du (y)"? aveere Dr pH lg=1), 
une mesure positive bornee u, et la norme d’un tel &l&ment est |]f|| = inf (|[r||a |||), 
le symbole „inf“ &tant etendu ä toutes les repr6sentations de / au moyen d’une 


. + x 
fonetion 7 et d’une mesure u. Ceci etant, I’A. annonce que: 1) R? est une algebre 


normee relativement ä la norme prec6dente et au produit de composition; 2) pour 


gu’un sous-espace de RP, invariant par translation, soit partout dense dans RO | 


faut et il suffit que les transformees de Fourier de ses el&ments n’aient aucun zero en 


commun, dans le cas p>1. Par dualite, on en deduit un theoreme du type.de | 
Beurling (existence de caracteres dans les sous-espaces invariants faiblement ferm6s). 


R.Godement (Nancy). 


Chalilov, Z.I.: Lineare singuläre Gleichungen in einem normierten Ring. Doklady | 


Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 1133—1136 (1948) [Russisch]. 


Un expose& detaille des resultats de cette note est paru sous le m&me titre et a | 
dejäa ete analyse (ce Zbl. 33, 123). 


R. Godement (Nancy). 
Dixmier, Jacques: Applieations F dans les anneaux d’operateurs. C.r. Acad. 


_Sei., Paris 230, 607-608 (1950). 


Soit M un anneau d’operateurs (au sens de von Neumann) dans un espace 
de Hilbert 9; on appelle application # de M toute application lineaire p d’un ideal 
bilatere m, de M dans le centre M # de M, verifiant: a) A >0 implique (A) >0; 
b) g(AB)=y(BA) pour Aem, BEM; c) si deux projecteurs Bem, et 
FE MF sont orthogonaux, on a p(E)F = 0. Une application f.est dite continue 
si elle permute avec l’operation: passage a la borne superieure d’un ordonne filtrant 


croissant d’hermitiens positifs. Enfin, @ est dite fidele si (4A) = (0 implique 


A = 0. Le theoreme d’existence suivant est annone&: soit MP la plus grande variete 
n M et „purement infinie“ (i.e. ne contenant aucune variete finieau sens de Murray- 
vonNeumann), et soit M® le sous-anneau des A€ M qui sont nuls sur MP; alors 
toute application F continue et fidele est definie sur un ideal mC M® et il en existe 
pour lesquelles m = M°®. Soit maintenant @ une application f continue fidele; si 
o(A) est une trace continue sur m, [i. e. une forme lindaire positive, continue au 


‚sens preeedent, telle que o(AB) = o(BA)] il existe une forme lineaire positive 
continue et une seule 0° sur 9 (m,) telle que o(A) = 0’(p(A)), et reciproquement; 
o est fidele si et seulement si o’ l’est. Enfin, ’A. annonce que toute ‚weight function“ 


(ef. von Neumann, ce Zbl. 34, 61) peut &tre prolongee par linearite en une trace 
continue et fidele. R. Godement (Nancy). 
Dixmier, Jacques: Fonetionnelles lin&aires sur Pensemble des op6rateurs born6s 
d’un espace hilbertien. © r. Acad. Sci., Paris 227, 948—950 (1948). 
Soient B ’anneau des op6erateurs bornes d’un espace de Hilbert, et I l’ensemble 


- des operateurs completement continus de B; muni de la norme habituelle, I est un 
 espace de Banach; I’A. annonce que B est canoniquement isomorphe au bidual /” 


de /; d’oü possibilit6 de d&composer toute forme lineaire continue sur B en un 


element de Z" et une forme lineaire nulle sur I. L’A. caracterise simplement les 


formes lineaires sur B provenant d’el&ments de I’; ces formes definissent sur B 
une topologie „faible‘“ intermediaire entre les topologies faible et ultraforte de 
von Neumann. Enfin, le fait que .B soit un dual implique des propir6tes interes- 
santes, par exemple: soit A une sous-algebre autoadjointe de B; le fait pour A 
d’etre faiblement ferme &quivaut &: A contient la limite de toute suite faiblement 
convergente extraite de A; soit M un anneau d’operateurs (au sens de von Neu- 
mann); la propriete pour une sous-algebre autoadjointe de M d’&tre un anneau 
(i. e. d’etre faiblement ferm6e) est purement algebrique. R. Godement (Nancy). 

Julia, Gaston: Determination de toutes les raeines earrees d’un op6erateur hermi- 
tien borne queleonque. C. r. Acad. Sci., Paris 227, 792—794 (1948). 


k ; e iR) \ € 1 r7 A ; a4 Be} 


"L’A. pose le probleme suivant: &tant donne un operateur hermitien borne H 


dans un espace de Hilbert 9, trouver.tous les operateurs bornes Z tels que Z2=H. 


Voici la solution, remarquablement &l&mentaire, de ce probleme: soient N et V 
' deux sous-espaces orthogonaux de 9, invariants par H, et soit V’ le supplömentaire 
de V®N; soit H, un hermitien borne assujetti aux conditions suivantes: 
2). HB, = HA,;: b) H, conserve N; c) H,(V)CV’ et vice versa; d)Z2+H 
‚est nul dans N et est > 0 dans V et V’ (ce qui exige que H soit < 0 dans N); 
enfin, soit S la symetrie de 9 par rapport & V, et HH, =S(H3 + H)}; alors 
, Z=H,+:iH, est la solution la plus generale du probleme. R. Godement. 


Julia, Gaston: D&termination de toutes les racines earr6es d’un operateur hermi- 


tin born& queleonque (2. möthode). C. r. Acad. Sci., Paris 227, 931933 (1948). 


Soient H un operateur hermitien borne, et posons H=H,—H, oü les H, 

' sont hermitiens positifs et orthogonaux; l’operateur R=H}-+:.:H} verifie. 
R®=H. Soient V un sous- espace ferm& invariant par H, V’ le supplömentaire ha 
de V, A un operateur permutable & R, nul dans V et appliquant V’ dans V; posons 
Z=A+R dans V, = A— Rdans V’; alors Z est la solution generale de za v6, 


R.@Godement (Nancy). 

„Julia, Gaston: Sur la permutabilite et P’antipermutabilite des operateurs hermi- 
tiens. ©. r. Acad. Sci., Paris 228, 962964 (1949). 

L’A. etudie les Eltens K qui, pour un hermitien donne H, verifient 

HRS eK]: 

soit N la variete des zeros de H, et posons H—= S-(H?)} oü S est la symetrie 

par rapport & un certain sous-espace V du suppl&mentaire M’ de N; alors K permute 

& (HP), applique Vdans MS Vet MS V dans V; ; reeiproquement, tout K verifiant 


ces conditions est antipermutable a H. L’A. montre aussi que tout K permutable er We 


a H? est de la forme K, + K,oü K, (resp. K,) permute (resp. antipermute) a H. 


R.Godement (Nancy). 


Faedo, Sandro: Chiarimento a una Nota del professore W. Sierpinski. I. Atti 


‚Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 6, 667—672 (1949). 
Im Anschluß an eine frühere Note (dies. Zbl. 33, 378) gibt Verf. einen neuen 
Beweis seines Satzes über die Möglichkeit der gesetzmäßigen Auswahl eines Ele- 
mentes aus einer beliebigen abgeschlossenen Teilmenge gewisser Funktionenräume. 
Er benützt dazu folgenden Satz: Zu jeder Menge von gleichmäßig beschränkten 
und gleichmäßig oszillierenden Funktionen läßt sich ohne Benutzung des Auswahl- 
axioms eine stetige Funktion finden, die Häufungsstelle dieser Menge ist. Köthe. 

Fullerton, R. E.: Integral distances in Banach spaces. Bull. Amer. math. Soc. 

55, 901—9%5 (1949). | 
Anning und Erdös haben bewiesen [Bull. Amer. math. Soc. 51, 598—600 
(1945)], daß die Punkte einer unendlichen Punktmenge des n-dimensionalen eukli- 
dischen Raumes auf einer geraden Linie liegen, sobald die Entfernung je zweier 
eine ganze Zahl ist. Verf. untersucht das entsprechende Problem in Banachschen 
Räumen. Er zeigt, daß in einem Banachschen Raum, der nicht streng konvex ist, 
nichtkollineare unendliche Mengen von der erwähnten Eigenschaft immer existieren, 
. Der Banachsche Raum X heißt dabeistreng konvex, wenn aus EX, 2,EX, ||e,||=1, 


2,||=1 immer |, +ß%||<1 fü «>0, $B>0, a+ß=1 folgt. Ist. 


aber der Raum streng konvex, so sind sämtliche Punkte einer Menge von der er- 
wähnten Eigenschaft kollinear, sobald unendlich viele von ihnen kollinear sind. 
Csaszar (Budapest). 
Morse, Marston and William Transue: Functionals F bilinear over the produet 
Ax B of two p-normed veetor spaces. I. The representation of F. Ann. Math., 
Princeton, II. S. 50, 777-815 (1949). 
: Die p-Normierung (pseudo-Normierung) ist so definiert: In einem linearen 
Vektorraum im Sinne von Banach mit den Elementen x sei die nichtnegative 
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SB 
Zahl N (x) so definiert, daß N (cx) = |e| N(x) für jede Konstante c, und für jedes. 
Paar x), 2, von Elementen N (2, + 2%) <N(z,) + N (2) gilt. Dann heißt N (@) 
eine p-Norm über dem Raum. Sind A und B zwei p-normierte Räume, so heißt 
ein Funktional F bilinear auf dem Produkt A x B, wenn F für jedes festgehaltene 
€ B linear über A und für jedes festgehaltene x€ A linear über B ist, während 
für eine gewisse Konstante N gilt: |F(x,y)| <|x|ı  |y|a N. In der vorliegenden 
ersten Arbeit wird die Darstellung von F mit Hilfe von mehrfachen Lebesgue- 
Stieltjes-Integralen behandelt, unter der Voraussetzung, daß die Räume A und B 
fünf Bedingungen (siehe S. 790, 791 der Arbeit) genügen. In einer zweiten Arbeit 
soll gezeigt werden, daß diese Bedingungen erfüllt sind für p-normierte Räume, 
die Verallgemeinerungen der wohlbekannten Räume c, 0, l,L,(p 1) darstellen, 
sowie für andere allgemeinere Räume. Weitere Arbeiten sollen Spezialisierungen | 
sowie eine Variations- und Spektraltheorie für # behandeln. — In Verallgemeinerung | 
der von Fr&chet angegebenen Darstellung für bilineare Funktionale im Raum 
0 x C geht die vorliegende Arbeit so vor: Die Elemente von A (oder B) sind Funk- 
tionen &, die die reelle Achse R, auf R, abbilden. Die Darstellung von F soll die 
Gestalt haben: 


(1) Fia,y)= Sats)d, [yW)d,rke,t) mit (y)eAx B, 
R UıRı 


ı 


. wobei die Integrale im Lebesgue-Stieltjesschen Sinn zu verstehen sind. Die Frechet- 
sche Variation h(A, B; k) von k wird hierbei-in einem neuen Sinn definiert und als 
endlich angenommen. .Wenn % einer bestimmten Unterklasse angehört, kann in 
dem Integral die Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden. Es gilt: 
IF, y)|< |x|a |ylah(A, B, k). Die Auswahl der Funktionale k und die Definition 
von h wird nun so getroffen, daß jedes über A x B bilineare F die Darstellung (1) 
zuläßt, daß die Integrationsreihenfolge vertauscht werden darf, daß für jedes zu- 
lässige k das Integral (1) ein bilineares Funktional darstellt, daß k eindeutig durch F 
bestimmt ist und daß ||F||=h(A, B;k) eilt. Doetsch (Freiburg i. Br.). 


Everett, C. J. and H. J. Ryser: Rational veetor spaces. I. Duke math. J. 16, 553— 
570 (1949). El 
Es werden rationale Vektorräume V (also lineare Räume über dem Körper 
der rationalen Zahlen) betrachtet. Ist in diesen ein inneres Produkt (£&, n), also 
eine positiv definite symmetrische Bilinearform, mit rationalen Werten erklärt, so 
heißen sie rationale Innere-Produkt-Räume. Ist V von endlicher Dimension, 
6,@=1,...,n) eine Basis, so ist die Matrix [(ö,, 6.)] = ['(6) rational, symmetrisch 
und positiv definit. Bei Basiswechsel erhält man alle zu J'(6) rational äquivalenten 
. Matrizen A/'(6)A, |Al=#0. In jeder Klasse liegen Diagonalmatrizen, die sich 
z. B. mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren ergeben. Ist I'(6) gleich 
der Einheitsmatrix, so ist die zugehörige Basis ein Orthonormalsystem. Ein Raum 
mit einer Orthonormalbasis heißt ein /-Raum. Rationale Vektorräume, deren innere 
Produkte dieselben Aquivalenzklassen ergeben, heißen äquivalent. Notwendige und 
hinreichende Bedingungen für Äquivalenz ergibt die Minkowski-Hassesche Theorie | 
der rationalen Aquivalenz quadratischer Formen. Die rationalen Quaternionen mit 
(s,ß)=&ß+aPß bilden einen vierdimensionalen /-Raum. Erklärtt man im 
Raum M, der Polynome a,+4@, © -+*::+a,_,x”-1, a, rational, ein inneres 


Produkt durch (f, g) EN e”* f(x) g(x) dx, so bilden die Laguerreschen Polynome 
+1 
eine Orthonormalbasis, erklärt man es durch (f,g) = '} (x) g(x) dx, so sind die: 
—1 


Legendreschen Polynome zwar eine orthogonale, aber keine normierte Basis, der 
Raum ist kein /-Raum. Aus der Lösung des Momentenproblems ergibt sich, daß. 
jeder Innere-Produkt-Raum der Dimension n äquivalent ist M, mit einem geeignet, 


a Mi 


gewählten inneren Produkt = Ye (2), p(x) nicht abnehmend, Rt 


»(0) = — 0, Für die direkte Summe und das direkte a endlich-dimensiönaler 
' rationaler Räume werden die Äquivalenzinvarianten aus denen der beiden Räume 


berechnet. Zum Unterschied von den endlichdimensionalen Räumen gilt, daß ä 


_ jeder unendlichdimensionale rationale Raum mit abzählbar vielen Elementen eine 
Orthonormalbasis besitzt. . ..@. Köthe (Mainz). 
Toeplitz 7, Otto: Die linearen Solikommenen Räume der Funktionentheorie. 
Comment. math. Helvetici 23, 222—242 (1949). 

Ce travail de I’A., mort en 1940, est publie par les soins de G. Köthe. Il est 
consacre A l’etude de l’espace x, des series entieres de rayon de. convergence 
Zr <rs+ ©), et de l’espace 0, des series entieres de rayon de convergence 
>r(0 <£<r< + 00), chaque serie entiere etantidentifiee ala suite de ses coefficients 
et les espaces precedents etant consideres comme des „vollkommene Räume“ au 
sens de l’A. et de G. Köthe (voir p. ex. Köthe, ce Zbl. 31, 34).. L’A. montre quer, 
et 017, sont duals l’un de l’autre, determine les ensembles bornes dans ces espaces, 
et montre que toute suite faiblemant convergente y est aussi fortement convergente. 
Les relations entre la convergence d’une suite dans zz, ou o, au sens de leur topologie 
de*,vollkommener Raum“, et la convergence uniforme dans certains cercles de la 
suite de series entieres correspondantes, sont aussi examindes, ainsi que les rela- 
tions entre valeur d’adherence d’une suite et limite d’une suite extraite de la suite. 
Le rapporteur remarque & ce propos que cette derniere etude est inutile pour 7,, 
si on observe que cet espace est metrisable (ce qui n’est pas signale dans l’article). 
L’A. determine enfin la forme generale des applications lineaires continues de 7, 
dans z,,, et etudie en particulier les applications de x, dans lui-m&me de la forme 
x(w) >a(w) z(w) ou a(w) est une serie entiere de rayon de convergence r. 

J. Dieudonne (Nancy). 

Cameron, R. H. and w. T. Martin: The transformation of Wiener integrals by 
nonlinear transformations. Trans. Amer. math Soc. 66, 253—283 (1949). 

In zwei früheren Arbeiten haben die Verff. spezielle Transformationen 7 der 
im Funktionalraum CO der in 0 <t <sI1 stetigen u für {= 0 verschwindenden 


Funktionen x(t) definierten Wienerschen Integrale [ F(x) dw& studiert, und zwar 


die Transformation unter Translationen y(t) = «(t) E %,(t) [Ann. Math., Princeton, 
II. S. 45, 386—396 (1944)] und unter linearen Transformationen der Form 
1 


yd) = xt) + %(t) + [ K(t,s) x(s)ds [Trans. Amer. math. Soc. 58, 184—219 
ö 


(1945)]. In der gegenwärtigen Arbeit behandeln sie die Transformation von Wiener- 
schen Integralen unter allgemeineren, nichtlinearen Transformationen der Form 
y(t) = x(t) + A(alt), wo A(z|t) ein Funktional ist, das gewisse Glättebedingungen 
erfüllt, vor allem, daß es eine Volterrasche Derivierte K («It, s) besitzt, d.h. daß 
die erste Variation sich in der Form ann läßt: 


By = Az + höalı) Ia=0 = Ik «lt, s) Öx(s) ds. 


Zunächst wird der Fall behandelt, daß 7 die int von Ü wieder in Punkte von (© 
überführt, d.h.daß A stetig ist und in = 0 verschwindet; ferner soll A einer 
Lipschitzbedingung genügen. Dann ist 7 eineindeutig, so daß der ganze Raum O© 
in sich übergeführt wird. Als erster Schritt werden n-dimensionale Approximationen 
der Transformation betrachtet, indem zu einer Kurve x aus Ü das zu den äqui- 
distanten Punkten k/n gehörige Sehnenpolygon [x(t)], gebildet und die Transfor- 
mation 
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j rende gelegt wird. Für solche Transformationen wird die Transformationsformel | 
des Wienerschen Integrals angegeben (Theorem I), deren Wiedergabe sich wegen 
" ihrer Kompliziertheit und der zahlreichen Gültigkeitsbedingungen verbietet. Hier- 


aus wird durch den Grenzübergang n > © ein „unendlichvieldimensionaler‘‘ Satz 


(Theorem II) abgeleitet. Wie gesagt, handelt es sich dabei um Transformationen, 
die den ganzen Raum ( in sich überführen. Um auch andere Fälle behandeln zu 
können, wird zunächst ein „lokaler‘‘ Satz aufgestellt, der sich auf Transformationen 
von „hinreichend kleinen“ Gebieten bezieht (Theorem III). Die hierin gemachten 
scharfen Einschränkungen für K («|t, s) werden in Theorem IV durch allgemeinere 
ersetzt. Da C in der Hilbertschen Topologie ein separierbarer metrischer Raum ist, 
kann man eine beliebige (im Sinne von Wiener meßbare) Menge durch die Um- 
_ gebungen einer abzählbaren Menge von Punkten überdecken und auf diese Weise 
schließlich aus dem „lokalen“ Satz IV einen Satz ‚im Großen“ (Theorem V) ab- 
leiten. Doetsch (Freiburg i. Br.). 
Wielandt, Helmut: Zur Abgrenzung der selbstadjungierten Eigenwertaufgaben. 
I. Räume endlicher Dimension. Math. Nachr., Berlin 2, 328—339 (1949). | 
Die Arbeit betrifft einen komplexen linearen Raum R endlicher Dimension n, 

in welchem eine definite Metrik zugrunde gelegt ist. Eine Paarung in R ist eine 
Menge ® von geordneten Paaren {x, y} von Elementen aus R, in der neben {x,, Yı} 
und {zx, 9} stets auch die Linearverbindungen a7{2), YıF + AgflXz Yo} = 
{x 21 + 8, % & Yı 4.%g Ya} vorkommen. Eine Eigenlösung von ® ist jedes von 
{0,0} verschiedene Paar mit proportionalen Gliedern {}’e,A’e}, e ist das zuge- 
hörige Eigenelement; A=#"/}' heißt der zugehörige Eigenwert, der auch © sein 
kann. ® besitzt höchstens d (0 <d <2n) linear unabhängige Eigenelemente. Ist 
d=n, so gibt es mindestens einen Eigenwert; für d>n ist jede Zahl Eigenwert. 
Zu jeder Paarung ® gibt es eine adjungierte Paarung ®*, nämlich die Gesamtheit 
der Paare fu, v}, so daß (u, y) = (v, x) ist für jedes {x, y} von ®. Eine Paarung 
‚heißt selbstadjungiert, wenn B = ®* ist. Eine Paarung hat genau dann die 
Eigenschaft, daß alle Eigenwerte reellsind und der Entwicklungssatz gilt, wenn Bin R 
selbstadjungiert ist; der Entwicklungssatz besagt, daß jedes x in R auf genau eine 
Art als Summe von Eigenelementen, die paarweise orthogonal sind, darstellbar ist. 
Für eine normale Paarung gilt PB P* — P* PB; das Produkt zweier Paarungen wird 
vorher geeignet definiert, nämlich so: Sind ® und Q zwei Paarungen in R, so be- _ | 
deutet DW die Gesamtheit derjenigen Paare {x, y} aus R, zu denen es ein zin R 
gibt, so daß {z,2} zu B und (2, y} zu Q gehört. Für normale Paarungen und nur 
für diese gilt der Entwicklungssatz. Ist {x, y} ein Paar aus einer normalen Paarung ®, 
so heißt das Spektrum von ® mit {x, y} verträglich. Es wird eine notwendige und 

hinreichende Bedingung für alle mit {x, y} verträglichen Spektren angegeben. 
Schmeidler (Berlin). 


Praktische Analysis: 


Volta, Ezio: Un nuovo metodo per la risoluzione rapida di sistemi di equazioni 
lineari. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIIT. S. 1, 203— 
207 (1950). 

Das hier angegebene Verfahren stimmt im wesentlichen mit dem Jordanschen 
überein, das hier allerdings in Matrizenschreibweise übertragen ist. Durch Multi- 

 plikation der zum Gleichungssystem gehörenden Matrix mit einer quadratischen 
Matrix, deren eine Spalte leicht zu bestimmende Glieder hat, während alle anderen 

_ Glieder 0 sind, bis auf die Diagonalglieder, die den Wert 1 haben, wird erreicht, 
daß in einer Spalte der neuen Matrix das Diagonalglied 1, alle anderen 0 sind. Das 
geschieht n mal. Es sind zwar so nur einfache Operationen erforderlich, aber in größerer 
Zahl, und zwar (3n?-+n):2 Operationen der Form x: Y:» bzw. re Yoaumd 
n(n’—1):2 Operationen der Form &-y-+ e. Willers (Dresden). 


Ir 


Miecl; Lelia: Contronto "ia i Metodi di Bahachiewien Roma e Volta per la riso- 1% i 
E fazione dei sistemi di equazioni algebriche lineari. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
‚Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 7, 72—76 (1949). 


Die drei er hen Verfahren werden zunächst miteinander auf die Aral der 
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erforderlichen Grundoperationen hin verglichen. Dabei stellt sich heraus, daß das % 


Verfahren von Banachiewicz das günstigste ist. Aber nicht danach allein kann 
man ein Verfahren beurteilen, sondern muß z. B. auch die Anzahl der erforderlichen 


Ablesungen der Zwischenresultate von den Rechenmaschinen und ihren Aufzeich- 
3 
nungen berücksichtigen. Z. B. kann man einen Ausdruck N x, y; ohne Zwischen- 
n 


ablesung mit der Maschine bilden und darf ihn daher nicht gleichwertig mit n Multi- 


plikationen und n— 1 Additionen rechnen. Bei 4 von der Verf.durchgerechneten 


Beispielen (Systeme von 3 bzw. 4 linearen Gleichungen) zeigt sich, daß bei allen 
bis auf eins, wo die Zeit für die Berichtigung eines Rechenfehlers mitgerechnet 


wurde, das Verfahren von Banachiewicz, sowohl was die Rechenzeit, wie, was die 

Genauigkeit anbetrifft, das günstigste ist. Willers (Dresden). 
Booth, A. D.: An application of the method of steepest descents to the solution 

of systems of non-linear simultaneous equations. Quart. J. Mech. appl. Math., 


. Oxford 2, 460—468 (1949). A 
Gegeben sind M Gleichungen 9,(Z,..„Z)=0(0=12,...M). Als Lö- ° 


sung wird ein Satz von Unbekannten Z, definiert, für den ® = = 9,9; (9, zu ei 


Y, konjugiert) ein Minimum wird, eine Definition, die auch für N = M gilt: Durch 


Trennung in Real- und Imaginär-Teil kommt man zu einer Summe von 2M Qua- 
draten, deren Minima zu bestimmen sind. Dafür kommen 5 Methoden in Frage: 


die Relaxationsmethode von Southwell, die von Synge-Southwell, das Fort- 
schreiten längs des stärksten Gefälles auf einer Tangente, das in Richtung des über-. 


haupt stärksten Gefälles und der sog. interpolatorische Abstieg. Falls ein Rechen- 
automat zur Verfügung steht, sind die Methoden 3 oder 4 zu empfehlen, da sie 
wesentlich weniger Schritte erfordern als die ersten beiden, deren jeder aber die 
Durchführung einer komplizierteren Rechnung nötig macht. Zum Schluß wird eine 
Methode angegeben, um zu entscheiden, ob man zu einer wirklichen Lösung kommt 
für den Fall, daß nur das Problem der Minimisation, nicht das der Berechnung dieser 
Lösung interessiert.' Willers (Dresden). 

Reiz, Anders: On quadrature formulae. Proc. Cambridge philos. Soc. 46, 
119—126 (1950). 


Bei der Gaußschen Mittelwertmethode zur numerischen Auswertung von be- 


stimmten Integralen werden bekanntlich sowohl die zu benutzenden Ordinaten als 
auch deren Gewichte so gewählt, daß die Approximation möglichst gut wird. Da 
die betreffenden Abszissen im allgemeinen irrationale Werte erhalten, hat man ver- 
sucht, diese abzurunden und die Gewichte entsprechend zu ändern, obgleich dann 
nicht theoretisch, aber immerhin praktisch, noch gute Resultate erwartet werden 
können. Eine Anzahl auf 2 Dezimalstellen abgerundeter Abszissen nebst den zuge- 


. hörigen Gewichten werden hier gegeben sowohl für den Normalfail wie beim Auf- 


ireten besonderer, oft vorkommender, Faktoren im Integranden. Die Brauchbarkeit 
der Formeln wird durch Beispiele erwiesen. Nyström (Helsinki). 
Mayot, Mareel et Henri Mineur: Extension de la möthode d’integration de Gauss 
aux fonetions pr6sentant des singularites. ©. r. Acad. Sci., Paris 229, 741—742 (1949). 
Um ein bestimmtes Integral durch Ausdehnung der Gaußschen Mittelwert- 
methode auszuwerten, wenn der Integrand Singularitäten aufweist, wird der letztere 
durch eine Summe von Produkten zweier Faktoren approximiert, wobei stets der 
eine Faktor singulär, der andere nichtsingulär ist.. Bei algebraischen Singularitäten 


sind die zu benutzenden Ordinaten in den Nullstellen der Jacobischen "Poly nome 
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betreffender Ordnung zu nehmen. Sieben oft auftretende Fälle werden erörtert, und 
ein Beispiel wird gegeben. Nyström (Helsinki). 
Mayot, Marcel: Sur la methode d’integration approchee de Tehebychef. C. r. 
Acad. Sci., Paris 230, 429—430 (1950). 
Bei der Tschebyscheffschen Mittelwertmethode zur numerischen Auswertung von 
- bestimmten Integralen berücksichtigt man bekanntlich die Ordinaten in etwa n 
zweckmäßig gewählten Punkten und zwar grundsätzlich mit demselben Gewicht. 
Bei reellen Funktionen kommen für n die Werte 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9in Betracht, nicht 
BLON El nl Nyström (Helsinki). 
Salzer, Herbert E.: Formulas for complex eartesian interpolation of higher degree. 
J. Math. Phys., Massachusetts 28, 200—203 (1949). $ 
Die Anwendung der Lagrangeschen Interpolationsformel, wenn man die Werte 
einer analytischen Funktion in einigen Gitterpunkten eines Quadratnetzes der 
komplexen Ebene kennt, wird wesentlich erleichtert, falls die auftretenden Koeffi- 
zienten ein für allemal berechnet vorliegen. Solche Koeffizienten, die auch sonst 
nützlich sein können, werden für 3 bis 9 Punkte in insgesamt 23 Lagen gegeben. 
Nyström (Helsinki). 
Moran, P. A. P.: Numerical integration by systematie sampling. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 46, 111—115 (1950). 
Ist f(x) eine Funktion von beschränkter Variation, die über den Bereich 
'— 00, + ooim Lebesgueschen Sinne integrabel ist, so kann, wenn über die Lage 


ihrer bei der Integration nicht zu vernachlässigenden Werte keine Kenntnis vorliegt, 
+00. r 


zur näherungsweisen numerischen Bestimmung des Integrals 7: f(x) dx das Ver- 


ee, 
fahren der systematischen Stichprobenentnahme mit beliebig gewähltem Anfangs- 
er) 


punkt in der Weise benutzt werden, daß die Summe S(t) = ö > ft + ös) für 
s 


=— 00 

eine geeignete Intervallänge ö und den beliebig gewählten Anfangspunkt it berechnet 
wird. Für den Fall, daß dabei t eine im Intervall (0, ö) gleichmäßig verteilte Zufalls- 
variable ist, zeigt Verf., daß der Erwartungswert E(8) gleich dem Wert des zu 
bestimmenden Integrals ist. Die zugehörige Streuung ergibt sich als Funktion von Ö 
aus var (8) = E(8?)— {E(S)}? mit 


(6) ES 
E($?) = 2rn 3|8 (2nn/ö)®, wobei D(t) = (1/Y2r) f eitz f(x) dx 
— 00 — oo 
ist. Das entsprechende Verfahren für die numerische Integration einer Funktion 
in zwei Variablen wird am Beispiel der zweidimensionalen Gaußverteilung darge- 
stellt. Georg Friede (Göttingen). 
Schade, Th.: Numerische Integration einer Differentialgleichung der Wellen - 
mechanik. Z. angew. Math. Mech. 29, 210—224 (1949). 
Die vorliegende Differentialgleichung lautet: 


Pr TED P+ RW Z0 


00 
mit der Nebenbedingung f P*(r)dr=1. Die Integration wird „innen“ von r = 0 
ö 


bis r=ry, „außen“ von r=co bis r=r, geführt, wobei r„ zweckmäßig in 
die Nähe des Wendepunkts (T(r)— (1 + 1)/r?— e) x 0, F(r) klein, gelegt und 
dort P/PwAP/hP (h Schrittlänge der numerischen Integration) verglichen 
wird. — Für die Außenintegration wird 7(r) näherungsweise gleich alr + b 
gesetzt und die Lösung P,, der inhomogenen Gleichung aus der Lösung P,,.der. 
zugehörigen homogenen Gleichung in bekannter Weise durch Quadratur abgeleitet ; 


2} 


— f P,Fdr P ent als semikonvergente hyper a 


Pr 

Reihe vor. Durch dies Vericheen Brecht für die Außenintegration bei großem r 
kein Ordinatenwert bestimmt zu werden. — Es wird eine Formel angegeben, die 
die Änderung des Eigenwertes mit der Änderung der Steigung der Kurve an der 


Flickstelle verknüpft sowie Formeln zur Bestimmung der Anfangswerte bei r = 0, 
die für die Normierung wesentlich ist. Weiter wird eine Änderung in 7 oder F 
verknüpft mit der Änderung des Eigenwertes und der Steigung bei r,, und an Bei- 
spielen, wie sie in der Praxis häufig auftreten, erläutert. Eine Methode, eine erste 

Näherung für e zu gewinnen, wird angegeben und weiter eine asymptotische Lösung 


der inhomogenen Differentialgleichung mit dem Näherungs-Ansatz F x (, „eV N-K, 


Im letzten Teil der Arbeit werden Schemata und Beispiele zur chen Durch-. 


führung gezeigt. - E. Trefftz (Göttingen). 


Brillouin, L.: The B. W. K. approximation and HilP’s aueh. II. Quart.appl. 


Math. 7, 363—380 (1950). 
8 B.W.K-Methode knüpft an die Bemerkung an, daß u=q@G7eS, 


Sz f Gdx die Differentialgleichung (1)w”+ Hu=0 mit H=@ 2 (5) 4 : = 


erfüllt. Um Lösungen f von (2) f'+Ff=0 zu approximieren, wird versucht, 
@G so zu bestimmen, daß F— H klein ausfällt. Ein erstes Verfahren besteht darin, 
& ee, 2 <e, &2<1 eine Entwicklung 
0 zu cell bei die Glieder 6,.@,. -... von. der 
Größenordnung &, &,... sind. Für die transformierte Besselsche Differential- 
gleichung f’ + (®— n?)f=0 erhält Verf. auf diese Weise bei z<logn, n>1 
Antangsgheder von J„(e*) und bei x >logn Anfangsglieder der semikonvergenten 


unter den Annahmen H=F, 


_ Reihen von Debye für die Hankelfunktionen. Daraus wird geschlossen, daß i.a. 


die Güte der Approximation durch Hinzunahme weiterer Glieder nicht beliebig 
gesteigert werden kann. Zugkräftiger ist die insbesondere von S. A. Schelkunoft, 
Quart. appl. Math. 3, 348 (1946), M.C.Gray and S.A.Schelkunoff, Bell 
System Techn. J. 27, 350 (1948) praktisch verwandte Methode sukzessiver Appro- 
ximationen, die darin besteht, (2) bei kleinem #— Hdurch f=u+9g, +9%+:': 


mit A)und +4, =(H—-F)u %+H9%=(H—F)g,... zulösen. Verf. 
wendet dies Verfahren auf die Berechnung des charakteristischen Exponenten einer 
Hillschen Differentialgleichung (2) an. F. W.Schäfke (Mainz). 


Bodewig, E.: Über das Quadratwurzelziehen aus kleinen Zahlen auf der Rechen- 
maschine. Z. angew. Math. Mech. 29, 377—379 (1949). 

Verf. benutzt die Rekursionsformeln 2,,, = 2,2: + INN, Nr = 23% + 27, N, für 
Näherungswerte z,/n, von V x, c—=a?-+-b. Ein Bruch Z/N wird konstruiert, für den die 
Primfaktoren des Zählers sowie die des Nenners noch gerade in das Quotientenwerk 
einer Maschine passen, d.h. eine feste Zahl von Dezimalstellen nieht überschreiten. 


Den Quotienten berechnet er auf die sechsfache Stellenanzahl genau; er verbessert 
2_2N2 0 


| 4 ; Z 
- den Wert mitder Heroonformelzu M und wegen: = M?— = dd IN DR 


erhält man aus der Binomialreihe 
= 1 @2 
Ve=u-ZelVa+t.: =-Mggnt: 


Verf. zeigt seine Methode bei der Berechnung von V6. Das Beispiel ist nicht ange- 
messen: zwei Konstante der Methode, C und der Zähler b des reduzierten Bruches 
b/2a, werden gleich 1, und damit auch alle Potenzen dieser Zahlen. Alles reduziert 


sich daher auf die Pellsche Gleichung 2?—6n?= 1. Hierauf beruht m. E. auch 
der Erfolg einer nachträglichen Reihenentwicklung. Verf. übersieht die Zerlegung 


en 1046629 =. 957.X 1117. Die Vortag des Verf., daß die Zähler der &k.ten Nähe. 


'x=5;2,?,...) und für = 6 ist sie nur für die ersten vier Zähler kontrolliert. 


NE 


"richtungen, arithmetische ‚Einheiten für Parallelarbeit, Grundbestandteile der Auto- 
maten überhaupt, Verzifferung der Operationsbefehle (der Code des ARC. wird ge- 
geben) usw. erörtert sind, wird untersucht, wie diese Prinzipien in in England und 


drei Sätzen ausführt. Diese Sätze und ihre Beziehungen werden in Form von Dual- 


sich die Maschine nur für Demonstrationszwecke. Willers (Dresden). 


. Korrelationskoeffizienten von Reihen zweiziffriger Daten, die mittels Lochkarten 


tungen des vorhandenen Analysators werden im einzelnen beschrieben. Er hat 


rungsbrüche Primzahlen sind, ist sicher nicht richtig für beliebige Zahlen (z.B. 


(,=10, „—=49 fü z=6 sind m.E. Ausnahmen, die der Hypothese wider- | 
sprechen.) E. M. Bruins (Amsterdam). 
Booth, Andrew D. and Kathleen H. V. Britten: Prineiples and progress in the 
eonstruetion of high-speed digital computers. Quart. J. Mech. appl. Math., Oxford 2, 
182—197 (1949). ji 
Nachdem die verschiedenen Konstruktionsprinzipien für Hoch-Gesch windig- 
keits-Rechenautomaten wie Verwendung von Dual- oder Dezimalzahlen, Parallel- 
arbeiten oder Arbeiten in Serie, die in jedem dieser Fälle brauchbaren Speichervor- 


Amerika vorhandenen und geplanten Automaten (ASSC., ARC., Bell Relay Machine, 
EDVAC., EDSAC., ACE., Princeton Electronie Computer) verwendet werden; 
insbesondere wird auf einige bei letzterem auftretende Schwierigkeiten hingewiesen. 
Willers (Dresden). 
Mays, W. and D. G. Prinz: A relay machine for the demonstration of symbolie 
logie. Nature, London 165, 197—198 (1950). 
Kurzer Bericht über eine kleine Maschine, die einfache logische Schlüsse zwischen 


zahlen verschlüsselt und mittels elektromagnetischer Relais gespeichert. Fünf 
solcher Speicher mit je acht Relais sind vorhanden. Wegen ihrer Kleinheit eignet _ 


-  Oreutt, @uy-H.: A new regression analyser. J. R. statist. Soc., London, Ser. 
A 111, 54—70 (1948). 

Der hier beschriebene Regressionsanalysator dient der genäherten Berechnung 
von Mittelwerten, von mittleren quadratischen Abweichungen, Regressions- und 


der Maschine zugeführt werden. Diese setzt die einzelnen Daten in elektrische 
Spannungen entsprechender Höhe um, die dann auf elektrischem Wege weiterver- 
arbeitet werden. Im allgemeinen erfolgt die Berechnung so, daß ein quadratischer 
Ausdruck gebildet wird, in den die zu bestimmenden Größen linear eingehen und 
daß dann durch entsprechende Variation der Einstellung diese Größen solange ge- 
ändert werden, bis der Wert dieses quadratischen Ausdrucks, den man an einem 
Zeigerinstrument ablesen kann, ein Extremwert wird. Auch nichtlineare Regressions- 
probleme und Systeme linearer Gleichungen werden in ähnlicher Weise behandelt. 
Der ausgeführte Apparat ist mit einer Zweistrahl-Kathodenstrahlröhre verbunden, 
mittels deren die einzelnen Reihen sichtbar gemacht werden und, da das ja gleich- 
zeitig mit 2 solchen Reihen geschehen kann, verglichen werden können. Die Schal-- 


bisher im wesentlichen zur schnelleren genäherten Bestimmung von Regressions- 

und Korrelationskoeffizienten gedient. Von diesen waren nur die genügend großen 

von Interesse, diedann mit gewöhnlichen Rechenmaschinen genau bestimmt wurden. 
Willers (Dresden). 

Curtis, Harvey L.: Determination of eurvature by an osceulometer. J. Res. 
nat. Bureau Standards 44, 131 (1950). 

Die Krümmung einer Kurve läßt sich leicht durch einen einfachen Krümmungs- 
messer bestimmen. Das Gerät besteht aus einer Schar von Kreisbögen verschiedener 
Krümmung, die auf durchsichtigem Material aufgezeichnet sind. Im gewünschten 
Kurvenpunkt bestimmt man den Kreisbogen, der mit der Kurve zur Deckung 
gebracht werden kann und liest dessen Krümmung ab. Eine weitere Ausführung 


‚Geräts hat hr RE "Rreishögen, sondern 2 "Perallelkur sen im geringen. 


_ Abstand, wodurch die Ablesegenauigkeit vergrößert wird. Die Anwendung zur Be- 
stimmung von Beschleunigungen wird erläutert, die Genauigkeit entspricht der des 


. graphischen Verfahrens durch zweimalige Differentiation. © .@. Koehler. 
Krienes, Klaus: Ein Polarplanimeter zur Bestimmung des polaren De 
momentes. Z. angew. Math Mech. 30, 62 (1950). 


Wenn man im rechtwinkligen Bee den Winkel des Polens 
gegen die Abszisse und den Winkel Fahrarm gegen Polarm als neue Koordinaten A 


einführt, erhält man auf einfache Weise die gewohnten Planimeterbeziehungen, wenn h 2 AR 


der Winkel zwischen Rollenachse und Fahrarm gleich Null ist. Wenn man, ähnlich 


dem Potenzplanimeter, den Winkel zwischen Rollenachse und Fahrarm stets gleich 


dem doppelten Winkel zwischen Fahrarm und Polarm macht, ist die Rollenablesung 


proportional dem polaren Trägheitsmoment in bezug auf den gewählten Pol. 
Konstruktive Einzelheiten werden nicht gegeben. @. Koehler (Darmstadt). 


Riegels, Fritz: Formeln und Tabellen für ein in der räumlichen Potentialtheorie IR 


eng elliptisches Integral. Arch. Math., Karlsruhe 2, 117—125 (1950). 
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s2n0 ee 
„Das aba @,(k?) = (— 1)" fi — = d@ wird auf die vollständigen 


(1—k? sin?0)’"” 


elliptischen Normalintegrale K und E zurückgeführt und in Form von Reihenent- 


wicklungen nach k? und K?= IE dargestellt. Tafeln für G@, als Funktion Si 


von k2. Maruhn (Dresden). 
Hartree, D. R. and S. Johnston: On a funetion associated with the logarithmie 

derivative ofthe gamma funetion. Quart. J.Mech.appl. Math., Oxford 1, 29— 34 (1948). 
Tafel für I” (k)/I'(k)— Ink + 1/2k mit dem Argument y=1/k2 für y-=—1 


bis + 1, tabuliert von Hundertstel zu Hundertstel auf acht Dezimalstellen mit 


Angabe der ersten und zweiten Differenzen. Die Art und Weise der Berechnung 
der Tafel wird besprochen. Lense (München). 


Goodwin, E. T. and J. Staton: Table of Jo (jo,n r). Quart. J. Mech. appl. Math., 


Oxford 1, 220—224 (1948). 

Tafel für Jy(jg„ r), wobei 79, die n-te Nullstelle der Besselschen Funktion J, 
ist, mit den Argumenten r = (0) bis 1 (von Hundertstel zu Hundertstel) undn = 1 
bis 10 auf fünf Dezimalstellen. Lense (München). 

e Tables of the Bessel functions Y, (X), Yı (x), K, (x), K, (x), 0<x<1. (Natio- 
nal Bureau of Standards, Applied Mathematics Series.) Washington: Superintendent 
of Documents, U. S. Government Printing Office, 1948. X, 62 p.; 35 cents. 

e Tables of the confluent hypergeometrie funetion F(4n;4;x) and related fune- 
tions. (National Bureau of Standards, Applied Mathematics Series.) Washington: 
Superintendent of Documents, U. S. Government Printing Office, 1949. XXII, 
74 p.; 35 cents. 

e Salzer, Herbert E.: Table of eoeffieients for obtaining the first derivative 
without differences. (National Bureau of Standards, Applied Mathematics Series.) 
Washington: Superintendent of Docuemnts, U. S. Government Printing Office, 
» 1948. II, 22 p.; 15 cents. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
 Wahrscheinlichkeitsrechnung: 

Tintner, Gerhard: Foundations of probability and statistieal inferenee. J.R. 
statist. Soc., London, Ser. A 112, 251—286 (1949). 


Verf. gibt eine zusammenfassende Darlegung einer von Carnap vorgebrachten 
Theorie betreffend Wahrscheinlichkeit und Induktionsschluß (Carnaps Buch 


” 
Yun 


„Probability and induction‘‘ soll demnächst erscheinen). Außer der logischen 
Formulierung und der diesbezüglichen Terminologie gibt es keinen Unterschied 

zwischen dieser neuen Theorie und dem klassischen Rückschlußverfahren (Bayes- | 
. Laplace) in dem bekanntesten Sonderfall der Gleichwahrscheinlichkeit von allen 
möglichen Werten der Häufigkeit. Statt inhaltlicher Gleichwahrscheinlichkeits- 
annahmen nimmt die Carnapsche Theorie als Ausgangspunkt eine bloß formale 
Aufzählung der verschiedenen Aussagen, die in einem bestimmten Sprachsystem 
- formulierbar sind, bzw. der verschiedenen. „Strukturen“, nach welchen sie klassi- | 
' fiziert werden können (Beispiel: „Aussagen“, die 2" Kopf-Adler-Folgen bei n Ver- 
suchen; „Strukturen“, die n + 1 Gruppen von Aussagen mit derselben Wieder- 
holungszahl, 0, 1, 2,..., n). Bruno de F'inetti (Trieste). 

> James, 8. F.: A note on Carnap’s theory of probability. J. R. statist. Soc., | 
London, Ser. A 112, 309—315 (1949). 

Die Carnapsche Theorie (siehe vorsteh. Referat), wie bekanntlich der Sonderfall 
des klassischen Rückschlußverfahrens, mit dem sie zusammenfällt, ist gleichbedeu- | 
 tend mit der Annahme einer „konstanten unbekannten Wahrscheinlichkeit“ », mit | 
© Gleichverteilung über (0, 1). Ähnliche Schlüsse in den komplizierteren Fällen (meh- 
rere oder vielfache ‚Attribute‘, usw.), wo aber Verf. zwei verschiedene Deutungen ' 
für die „Gleichverteilung‘“ anführt (von welchen die eine der Carnapschen Theorie 
‚angepaßt ist). Bruno de Finetti (Trieste). 

Kamp6 de Föriet, J.: Fonetions al6atoires stationnaires et groupes de transfor- 
mations dans un espace abstrait. Colloques internat. Centre nat. Rech. Sci., Nr. 13 
(Lyon 28. 6.—3. 7. 1948. Le calcul des probabilites et ses applications), 67—73 (1949). | 

Seine früheren Veröffentlichungen zusammenfassend, skizziert Verf. eine auf 
Wiener, Doob, Ambrose zurückgehende und durch die von Weil, Arnous 
gegebenen Hilfsmittel bis zur harmonischen Analyse vordringende verallgemeinerte | 
Theorie der Zufallsfunktionen mit verschiebungsinvarianter Kovarianz. Zufalls- 


- funktionen sind in dieser die Transformierten von absolut-quadratisch integrier- 


baren Funktionen iiber dem meßbaren Teilmengen-Körper einer abstrakten Menge 
vom Gesamtmaß Eins durch die Elemente einer Abelschen Gruppe von Operatoren. 
[Vgl. zuletzt dies. Zbl. 30, 400.] Zwei neue Zusätze geben Bedingungen an, unter 
welchen die so verallgemeinerten Zufallsfunktionen in ihren gewöhnlichen bzw. be- | 
dingten Mittelwerten oder sogar für sich selbst als transformationsinvariant betrach- | 
tet werden können. Szentmärtony (Budapest). 


Levy, Paul: Fonetions aldatoires laplaeiennes. C.r. Acad. Sci., Paris 229, 
1057—1058 (1949). 
Verf. skizziert Verfahren zur Lösung der Zufalls-Integrodifferentialgleichung 


t 
82) — di | Fl, u) dZ(u) + ol) (E+ im) Yat 
bo 


unter verschiedenen Bedingungen für f, o und t,. Hierbei ist Z=X -+iY die 
unbekannte Zufallsfunktion, und &, n sind unabhängige normale Zufallsveränder- | 
liche mit dem Mittelwert Null und der Streuung Eins, so daß man bei f= 0 und 
o—= 1 nur mit der Zufallsdifferentialgleichung der ebenen Brownschen Bewegung | 
(in der klassischen Annäherung) zu tun hat. — Für manche Fragen genügt es aller- 
dings, die Kovarianz /'(t, ) von Z zu kennen, die dann notwendig vom positiven 
Typ ist. Diesbezüglich ergibt sich für y(t, u) = ®&T/et u die bei jedem festen & | 
Volterrasche Integralgleichung 


t 
v2) = 20a) fa) + Samy du. 


Sie gilt allerdings nur für x <t, wegen y(t,2)—=y(x,t) läßt sich aber aus der 
Lösung y auch sonst bestimmen. Auf die nähere Betrachtung der letzten Gleichung 


a 


_ beabsichtigt Verf., mit Hilfe der neuen Operatorentheorie von L. Sch wartz später 
zurückzukommen. Szentmärtony (Budapest): 


Dantzig, D. van: Sur la methode des fonetions gen6ratiees. Colloques internat. 

Centre nat. Rech. Sci., Nr. 13 (Lyon 28. 6.—3. 7. 1948. Le calcul des probabilit6s 
et ses applications), 29—45 (1949). 

Es seien — bei vereinfachten Bezeichnungen — {A,,} bzw. {H,,} zweifach 
. abzählbare Systeme von geeigneten Zufälligkeiten bzw. Hypothesen und 
Praneeecslsla,... die Wahrscheinlichkeiten dafür, daß bei jedem m und %k die Zu- 
. fälligkeiten Ann, unter der Hypothese H,7.,, sich gleichzeitig einstellen. Dann wird 
— in Verallgemeinerung der Laplaceschen, Wahrscheinlichkeiten erzeugenden 
Funktion — die Funktion 

Z(X, Y) > > Ss TA u N 


Le ae 


der Veränderlichen X,„,„, erster bzw. Y;.,, zweiter Art eingeführt und die kollek- 
tive Marke der Ayn„ bzw. H;,, mit den Marken Ayn„ bZWw.Y%ı, bezeichnet. 
Bei geeigneter Auffassung können die X, Y, Z als Wahrscheinlichkeiten für 
‚ das Nichteintreffen eines Ereignisses, einer Katastrophe gedeutet werden. Verf. 
gibt durch Integrale die entsprechende Verallgemeinerung auf, möglicherweise nicht- 
abzählbare, Wahrscheinlichkeitsfelder im Kolmogoroffschen Sinne. Es werden dann 
die Verfahren der Entmarkierung, Ersetzung und Ziehung auf diese kollek- 
tiven Marken eingeführt und insbesondere auf das Problem der Iterationen ange- 
wendet. — Neu ist also die Auffassung der Veränderlichen als Wahrscheinlichkeiten 
und die Vergrößerung ihrer Anzahl. Erstere führt allerdings auf die Beschränkung 
der Veränderlichen auf die Einheitsstrecke und die letztere auf eine mehrfache 
Möglichkeit der nötigen Entmarkierungen. Dafür können aber einerseits die kollek- 
tiven Marken bisweilen ohne Heranziehung von Differenzengleichungen unmittelbar 
bestimmt, anderseits die Probleme mit entsprechendem Freiheitsgrad gestellt und 
somit eine große Zahl von Fragen gleichzeitig gelöst werden. Szentmärtony. 


Riordan, John: Inversion formulas in normal variable mapping. Ann. math. 
Statist., Baltimore Md. 20, 417—425 (1949). 
Seien x eine stochastrsche Variable, g eine normalverteilte Variable, G,(g) Poly- 


[0,0] 
nome und %y ein Parameter. Es gelte =g+ m (9) y"/n!; dann gilt die Um- 


kehrformel g=x + EX,(e) y"/n!, wobei die Polynome X,(x) in engem Zusam- 


menhang mit den Bellschen Polynomen stehen. — Gemäß einer zweiten Umkehrungs- 
formel gilt 


oo -n/2 oo -n/2 
In, I 9m (9) © e na" 
a 
0 0 
wobei q,(g) gegebene Polynome sind und p, sich aus denselben wiederum mit Hilfe 
Bellscher Polynome berechnen lassen. Sawer (Zürich). 


Wallman, Henry: Transient response and the central limit theorem of proba- 
bility. Proc. Symposia appl. Math., Nr. 2, (Massachusetts Institute of Technology 
July 29—31, 1948. Electromagnetic theory.) 91 (1950). 

Mejzler, D.L., 0.8. Parasjuk und E.L. Ryateva: Ein mehrdimensionaler, 
lokaler Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitstheorie. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 60, 1127—1128 (1948) [Russisch]. 

Die Mitteilung ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von B. V. Gnedenko 
auf mehrere Dimensionen und gibt eine asymptotische Darstellung der Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß eine Folge von Vektoren mit ganzzahligen Komponenten vorge- 
schriebene Werte annimmt. Paul Lorenz (Berlin). 
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Juneosa, M. L.: The asymptotie behavior of the minimum in a sequence ofrandom 

variables.. Duke math. J. 16, 609—618 (1949). 
Let X, (k=1,2,...) be independent random variables with distribution 
functions F,(®) and ER —minX, (n=1,2,...). Conditions are given for &, to 
k< 


n 
be stable (i.e.for the existence of a sequence of constants A, such that 
lim Pr{l&,—4,|<g3=1 
; Nn= 00 
for all e) or relatively stable (where the last formula is to be replaced by | 
lim Pr {l&,— 4A,|<el4A,}=1). Furthermore, the author proves that, under | 


NZ 4 
fairly general conditions regarding P(x), there exists a set of functions F},(x) and 
also sets of constants a, and b, such that 


N 
im II UF, (2 4b) =er@ 
n=@k=1 
(1— eP(®) js called the limiting distribution function of £,). — The author stresses | 
thefactthat P(x)may beofa much more generalformthanthatshownby Gnedenko 
[Ann. Math., Princeton, II. S.44, 423—453 (1943)] to be necessary when the X, are 
identically distributed. The cases P(x) = x, and in particular r— 1, are dealt 
with in more detail. S. Vajda (Epsom, England). 


Gartstejn, B. N.: Über einige Grenzwertsätze für den Rang. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 60, 1119—1121 (1948) [Russisch]. 

Wenn eine endliche Folge unabhängiger zufälliger Größen £, vorliegt mit einer 
und derselben Verteilungsfunktion F(x), so nennt man 0, = &,— n,„ den Rang, 
wobei .,'&, = max (&,&.,...,%,) und. 7, = min (&,.8.7.»€,) 18, Dies Untere 
suchung stellt unter der Voraussetzung, daß F(x) stetig ist, zunächst Bedingungen 
dafür auf, daß die Verteilungsfunktion für den Rang sich mit wachsendem n einer 
bestimmten Form nähere, und ermittelt dann 6 Typen solcher Grenzfunktionen. 

Paul Lorenz (Berlin). 

Blom, Gunnar: A generalization of Wald’s fundamental identity. Ann. math. 
Statist., Baltimore Md. 20, 439—444 (1949). 

Es bezeichne {z,} eine Folge unabhängiger Zufallsveränderlichen mit den Ver- 
teilungsfunktionen {F,(z)} und den — für mindestens ein =, existierenden und- 
hier von Null verschiedenen — momentenerzeugenden Funk Höncn {9 (t) = B(e®)}. 
Die hier bewiesene, alle früheren umfassende, insbesondere die Ver en, 
der F,(z) zulassende Verallgemeinerung der fundamentalen Identität der Sequential- 
analyse lautet dann folgender maßen. Bedeutet bei gegebenen ay <by, N =1,2,.... 
die Zufallsveränderliche n die kleinste natürliche Zahl, bei welcher Z, = 2, +4 -- +2, 
nicht innerhalb (ay, by) liegt und ist 1. a <ay, KK <b mit endlichem a und b, 


können 2. zwei positive Zahlen ö und & sowie eine Folge {c,} mit yy — S C, 56 
gefunden werden, daß Pi», +,> 6)>e mit limsup yyr < © en: 

oder P» + <—6)>e mit anf Y>—- x 
wird, und ist 3. Kaum! Ip1(t1)---Pr(tj)! >0, dann wird Bez (91 (6): pr yl=ı . 
An Stelle von 1.—3. kann übrigens folgende einzige Bedingung u bei posi- 
tivem ö und & sowie geeigneter Folge {c,} ist entweder p,(t ıf eiz dF,(2)>& 
mit mL by und yy <o©0, oder es gilt eine nur in den a 


— 00, — ö— c, abweichende Ungleichung mit lim infay und Yn >— ©. Iden- 
No 
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' tität ergibt sich natürlich erst dann, wenn die Bedingungen in bezug auf die @, 
für alle # eines Intervalls gelten. Sind dann etwa noch die |9(® (t)/@,(t)| gleich- 
mäßig beschränkt in » und i für k=1,;,...,r, dann ist diese verallgemeinerte Iden- 
tität noch r-mal unter dem Erwartungszeichen E nach t differenzierbar. 
cr Szentmdrtony (Budapest). 

Coustal, Rene: Caleul de v2, et reflexion sur une esperance mathematique. 
C.r. Acad. Sci., Paris 230, 431—432 (1950). 

Verf. gibt Sr Resultat seiner Berechnung der ersten 1032 Dezimalstellen von v2 2. 
' Die Berechnung wurde mit Hilfe der Binomialreihe ausgeführt unter Benutzung 
eines, bereits bekannten, auf 333 Stellen genauen Wertes. Die einzelnen Ziffern 
9,1... :.,9 zeigen an eine Äquipartition. Verf. weist hin auf die dem ‚‚Peters- 
burger Problem‘ analogen Paradoxien. E. M. Bruins (Amsterdam). 


Borel, Emile: Sur les ehiffres d&eimaux de V2 et divers problemes de meaballlnse 
en chaines. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 591—593 (1950). 

Ausgehend von der Tatscache, daß die Häufigkeit der Ziffern in der dezimalen 
Entwicklung von 2, und wahrscheinlich für alle algebraischen irrationalen Zahlen, 
für,alle Ziffern dıe gleiche, 1/10, ist, während doch die Folge der Dezimalstellen 
für eine bestimmte Zahl durch ein Gesetz bestimmt ist, schließt Verf., daß nicht alle 
Eigenschaften einer willkürlichen Wahlfolge vertreten sein können. „Er weist hin 
u.a. auf einige Eigenschaften von 1000 Abschnitten zu 10 und von 5 Abschnitten 


zu je 200 Dezimalen in der Entwicklung von 12 die eine deutliche Abweichung 
vom Erwartungswert zeigen. E. M. Bruins (Amsterdam). 
Moran, P. A. P.: Random assoeiations on a lattice. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 43, 321—328 (1947). 
Mit den Wahrscheinlichkeiten p bzw. q= je —p werden schwarze und weiße 


Elemente auf die Punkte eines ebenen, rechteckigen Gitters verteilt. Nimmt x, , 


ES ER a 9 n) für ein schwarzes Element den Wert 1.und für 
ein ßen Bleinent den Wert 0 an, so ist 
'm n-—1 m—1 N 
r= 2 2 mia Sn 
v=17=1 i=1 =] 


die Anzahl der ohwarz. Schwarz- Nachbarschaften. Verf. berechnet die ersten 
4 Momente der Verteilung von P und zeigt mit Hilfe von 2 Sätzen von S. Bern- 
stein [Math. Ann., Berlin 97, 1—59 (1926)], daß diese Verteilung mit wachsenden 
m und n gegen die Normalverteilung strebt. Entsprechende Berechnungen werden 
für die Schwarz-Weiß-Nachbarschaften, für rechteckige toroidale Gitter und für 
rechteckige räumliche Gitter durchgeführt. Münzner (Göttingen). 

.Moran, P. A. P.: The interpretation of statistical maps. J.R. statist. Soc., 
London, Ser. B. 10, 243—261 (1948). 

In Fortsetzung einer früheren Arbeit (vgl. vorsteh. Referat) betrachtet Verf. 
in einem ebenen Graphen von N Knoten und n Verbindungsstrecken die Anzahl 
der Schwarz-Schwarz-Verbindungen, wenn a) schwarze und weiße Elemente mit 
den Wahrscheinlichkeiten p bzw. g= 1—p, b) gerade P schwarze und N— P 
weiße Elemente auf die Knoten verteilt werden. Er berechnet zur Wahrscheinlich- 
keitsverteilung dieser Anzahl den Erwartungswert, die Streuung und das dritte 
und vierte Moment. In ähnlicher Weise werden auch die Schwarz-Weiß-Verbin- 
dungen behandelt. Mit Hilfe einer Grenzeigenschaft aller Momente wird dann 
gezeigt, daß im Falle eines rechteckigen Gitters diese Wahrscheinlichkeitsverteilung 
mit Wachsen des Rechtecks in beiden Dimensionen gegen Normalverteilung strebt, 
wodurch der Beweisin der genannten Arbeit bedeutend vereinfacht wird. Münzner. 

Godwin,H.J.: On cartophily and motor cars. Math..Gaz., London 33,169 —171(1949). 

Die sich beim Sammeln von Warengutschein-{ Zigarettenbilder- )Serien ergeben- 
den, in der Literatur mehrfach behandelten Kaagen nach der Wahrscheinlichkeit, 
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in n Packungen r verschiedene Gutscheine zu finden, und nach der durchschnitt- 
lichen Anzahl von Packungen, die man erwerben muß, um eine vollständige Serie 
zu erhalten, werden vom Verf. für den Fall behandelt, daß (m + m’) verschiedene 
Arten von Gutscheinen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ausgegeben werden, 
von denen es m zu sammeln gilt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich dabei zu 
(m tm El) rm. 

r—1 Be) $ . 
Zur Berechnung der Momente dieser Verteilung für n bestimmt er zunächst den 
Erwartungswert E des Produktes n(n +1) (mn +2). -- n+a-—]) füra=1,2,... 
zu 


Ben) °e (mr +s+ ner 
und gibt exp (St +48,1?-+ +) mit = =, 1/v als erzeugende Funk- 
i v=m—r-+ 
tion für f(r,a) an. Das erste Moment ist danach gleich (m + m’) S,, das zweite gleich 
(m + m’)? (S, + 82) — (m + m’) 8). Verf. weist darauf hin, daß sich mit diesen | 
Ergebnissen auch entsprechende Fragen beim Sammeln von Nummern an be-. 
gegnenden Kraftwagen beantworten lassen. Georg Friede (Göttingen). 


MR Se (,")  m(m + m’)* (m 1)at= (m + m’)@ a! f(r, a) 
S 


Risser, R.: Solution de la question relative au ealeul des probabilites. Bull. 
trimestr. Inst. Actuaires Frangais 60, 43—45 (1949). 

Prüfungsübung (Inst. Actuaires Frangais, Nov. 1946) betreffend Ziehungen aus 
einer Urne mit a weißen und b schwarzen Kugeln, wobei jede gezogene Kugel 
jeweils durch eine der entgegengesetzten Farbe ersetzt wird. Bruno de Finetti. 


Kosten, L., J. R. Manning and F. Garwood: On the aceuracy of measurements 
of probabilities of loss in telephone systems. J. R. statist. Soc., Ser. B, London 11, 
54—67 (1949). 

Zur Messung der Verlustwahrscheinlichkeit in einem vollausnutzbaren, e Linien 
umfassenden Telefonnetz stehen zwei Methoden zur Verfügung: 1. Auszählung der 
Anzahl der in einem festen Zeitabschnitt durch Besetztsein des Netzes verlorengehen- 
den Anrufe, 2. Messung der gesamten Zeit, während der in einer solchen Periode das 
Netz besetztist. Zum Vergleich beider Methoden geht Verf. von folgenden Annahmen 
aus: 1. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Gespräch im nächsten Zeitintervall dt 
beendet wird, ist kdt, wobei k für das Netz und die Zeiteinheit konstant ist; 2. Die 
Anrufe erfolgen in der Zeit zufällig; die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Anruf 
im Intervall dt erfolgt, ist adt, wobei a konstant und unabhängig von der Zahl der 
im Gang befindlichen Gespräche ist. 3. Im Zeitpunkt i= 0 befindet sich das Netz 
im „statistischen Gleichgewicht“, d.h. die Zahl s der verlorengehenden Gespräche 
ist Null. — Unter diesen Annahmen werden für die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
zur Zeit t von ce Linien r (<c) besetzt und seit der Zeit {= 0 s Anrufe verloren- 
gegangen sind, und für die Wahrscheinlichkeit, daß sowohl zur Zeit t£ r Linien be- 
setzt sind, als auch die gesamte Zeit, während der seit = 0 das Netz besetzt ge- 
wesen ist, gleich t, (20) ist, Differentialgleichungen aufgestellt, die zur Ermitt- 
lung der Erwartungswerte E(s) und E(t,) und der Streuungen var (s) und var (tı) 
der Zufallsvariablen s bzw. it, benutzt werden. Ein Vergleich der aus diesen Werten 
berechneten Variationskoeffizienten läßt erkennen, daß die Kenntnis der Gesamtzeit 
des Besetztseins mehr Aufschluß über die Verlustwahrscheinlichkeit gibt, als die 
Kenntnis der Anzahl der verlorenen Anrufe. Verf. vermutet, daß die Wahrschein- 
lichkeitsverteilung für t, mit wachsender Beobachtungszeit gegen eine Normal- 
verteilung geht. Georg Friede (Göttingen). 

Fortet, R.: Quelques travaux r6cents sur le mouvement brownien. Ann. Inst. 
Poincar& 11, 175—226 (1949). 


In der Übersicht werden besprochen I. Arbeiten von Kac, Erdös, Cameron 
_ und Martin aus den Jahren 1944—1946 über das Verteilungsgesetz der bestimmten 
res von X” (t) bzw. |X(t)|” bei der eindimensionalen Brownschen Bewegung 
X(t) in der Einstein-Smoluchovskischen (E.S.)-Annäherung, II. Arbeiten von 
(Ornstein) Uhlenbeck, Doob, Rice, Blane-Lapierre, Ware und dem Verf. 
aus den Jahren 19431945 über die Bewegung selbst in einer, der Wirklichkeit 
besser entsprechenden (O.U.)-Annäherung. — Die Arbeiten I. entstanden aus dem 
1940 von P. Levy gestellten und — wie Ref.nun bemerken kann — erst kürzlich 
und höchst einfach von ihm [Sur l’aire comprise entre un arc de la courbe du mouve- 
ment brownien plan et sa corde, C.r. Acad. Sci., Paris 230, 432—436 (1950)] gelösten 
Problem, das Verteilungsgesetz des Inhaltsmaßes jener Fläche zu bestimmen, die von 
einem Bogen und der ihr entsprechenden Sehne bei der (E.S.) ebenen Bewegung be- 
stimmt wird. Bei diesen Arbeiten dürfte noch immer die — in der Übersicht gut 
beleuchtete — Methode von Kac von Interesse sein. Sie ersetzt das ideale stetige 
Vorbild durch ein unstetiges, löst das diesem entsprechende Problem vollständig und 
schreitet erst dann zum Grenzübergang. — Bei den Arbeiten II. wird einerseits ein 
unstetiges — somit von Null verschiedene mittlere freie Weglänge und endliche 
Geschwindigkeiten zulassendes — Vorbild zugrunde gelegt, andererseits an Stelle der 
Waßirscheinlichkeit des Überganges in der Lage jene in der Geschwindigkeit 
betrachtet. Der springende Punkt, daß der Vorgang dementsprechend als ein Markoff- 
scher in der Geschwindigkeit aufzufassen ist, wurde allerdings in den ersten physi- 
kalisch bzw. mathematisch (Doob) eingestellten Arbeiten durch Anwendung der 
eigentlichen bzw. verallgemeinerten Langevinschen Gleichung umgangen. Eshandelt 
sich eigentlich um das folgende, von Doob unter Einschränkung. gelöste Problem. 
' Durch welche Eigenschaften sind unter den charakteristischen Funktionen der Vor- 
gänge mit verschiebungsinvarianter Kovarianzfunktion jene der in der Definition selbst 
verschiebungsinvarianten, Markoffschen Vorgänge gekennzeichnet? Die Übersicht 
schließt mit der Besprechung jener Arbeiten, welche dies Problem unter der Doob- 
schen Einschränkung, aber — wie das bei Geräuschen in gekoppelten elektrischen 
Kreisen benötigt wird — in mehrdimensionalen Räumen lösen. Szentmärtony. 
Good, I. J.: The number of individuals in a cascade process. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 45, 360—363 (1949). 
Es wird die Zahl der Nachkommen eines Individuums auf statistischer Grund- 
lage berechnet für verschiedene Annahmen über die jeweils erzeugte Nachkommen- 
schaft einschl. einer gewissen Streuung in deren Zahl. K.-H. Höcker (Stuttgart). 


Kae, Mark: Distribution problems in the theory ofrandom noise. Proc. Symposia 
appl. Math., Nr. 2 (Massachusetts Institute of Technology, July 29—31, 1948. 
Electromagnetic theory.) 87—88 (1950). 
To be published in the Review of Modern Physics as a part of an article in collabo- 
ration with A. J. F. Siegert. 


Statistik: 

Choudhary, Nazir Ahmad: A generalization of binomial, Lexian and Poisson 
- distributions. Math. Student, Madras 15, 8 (1947). 

Zu der durch I (p,t + 9)” erzeugten Wahrscheinlichkeitsverteilung, wobei 

v=1 
die x, positive ganze Zahlen sind, werden die ersten vier Momente berechnet. 
H. Münzner (Göttingen). 

Johnson, N. L.: Bivariate distributions based on simple translation systems. 
Biometrika, Cambridge 36, 297—304 (1950). 

Die vorliegende Arbeit bringt eine Ergänzung zu einer vorangehenden Arbeit 
des Verf. (dies. Zbl. 34, 72); sie beschäftigt sich mit gewissen Verteilungen zweier 


a 


5 = i is ö Be, & 
86 ER SER: Bi} 
. 
Veränderlicher, die unter Zugrundelegung von Verteilungen einer (transformierten) 
Veränderlichen z=y+öfy) mt fY)=Iny fy)=ln(y(y—)) und 
Kar ey y y2 + 1] sowie der Normalverteilung konstruiert werden. zist eine 
Variable mit Normalverteilung und y bzw. ö bedeuten Konstante (Parameter). 
Für die 16 möglichen Fälle von zweidimensionalen Verteilungen weıden u.a. die 
Gleichungen der Median-Regression angegeben und unter Benutzung graphischer 
Darstellungen diskutiert. Besondere Behandlung erfahren außerdem die Abgrenzung 
der Bereiche gleicher Wahrscheinlichkeitsprozente (‚percentage zones‘‘) und die 
Methoden der Anpassung einer vorgegebenen Verteilung zweier Veränderlicher an | 
die vom Verf. vorgeschlagenen Typen. @. Wünsche (München). 
Chung, Kai Lai: Asymptotie distribution of the maximum eumulative sum of 
independent random variables. Bull. Amer. math. Soc. 54, 1162—1170 (1948). 
In dieser Arbeit gibt Verf. einige Sätze über das asymptotische Verhalten der 


sogenannten maximalen kumulativen Summe S, von zufälligen Variablen. Es 
seien X,X,...,X, eine Folge von zufälligen Variablen mit AR, u 


n 


BRHY—=1+ 6 EI -m)=yn=0l) und ,— EX,8,— Max $, 


Ko—a 1sSksn 
Verf. erhält dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
ER ON TO 
Prise u, —) [er?ax +O(n7t2® log.n), 
ö 


wenn 1,—= 0, k=1,...,n. In entsprechender Weise wird die Wahrscheinlichkeits- 
verteilung im Falle u, = dn!® (d#0),k=1l,...,n und im Falle „= u >, 
k=1,...,n gegeben. Das Restglied ist nach Verf. immer O(n-!/26log n), kann 
aber im Bernoullischen Falle durch O(n-!!?) ersetzt werden. Zum Beweis der Sätze 
wird u.a. ein Satz des Ref. benutzt. Leider hat Verf. diesen Satz in einer nicht ganz 

richtigen Form wiedergegeben, wodurch ein kleiner Fehler gemacht wird. In der 
ersten Ungleichung (18) muß k® durch k” ersetzt werden. Das bedeutet für das End- 
ergebnis, daß das Restglied O(n-1!26]ogn) durch O(n-130 ]Jogn) ersetzt werden 
muß. Bergström (Göteborg). 

Dwyer, Paul $.: Pearsonian eorrelation eoeffieients associated with least squares 
theory. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 20, 404—416 (1949). 

In einem N-gliedrigen Kollektiv seien k Variablen X, und eine bzw. mehrere 
Variablen Y definiert. Deren Regressionskoeffizienten & bezüglich der X bestimmen 
sich in bekannter Weise aus 

BY, 0-8; Ta eV, —Y, 
nach der Methode der kleinsten Quadrate. Verf. bildet zunächst systematisch alle 
möglichen Korrelationskoeffizienten. Bei Betrachtung einer einzigen Variablen Y 
tritt zu den bereits bekannten Korrelationskoeffizienten o,, x; zwischen X, und X, 
O2;, zwischen X, und Y, dem multiplen Korrelationskoeffizienten Oyla) 04 zwischen 
Y und Y und dem multiplen Alienationskoeffizienten Hyla) = va — ri — 
%y:z---ar =0ye, d.h.der Korrelation zwischen Y und dem Residuum E, der 
„vergrößerte multiple Korrelationskoeffizient“ O2y = Pxy/Ox(y) zwischen X und dem 
Schätzungswert Y; bei mehreren Y-Variablen kommen zu dem bekannten Korre- 
lationskoeffizienten o,,,, zwischen den Variablen selbst, der partiellen Korrelation 
Oe;e; zwischen den Residuen E,, E, und der: Teilkorrelation (part correlation) o,,;e; 
zwischen der einen Variablen und dem Residuum HE ; der anderen hinzu der A 
kations-Korrelationskoeffizient“ Oy;y; 2Wischen den Schätzwerten Y;, Y; und die 
„kreuzweise multiple Korrelation‘ g,,,, zwischen einer Y-Variablen und dem Schätz- 
wert der anderen. Aus den Definitionen dieser Korrelationskoeffizienten ergeben 
sich mannigfache Beziehungen zwischen denselben, die sich auch mittels Deter- 
minanten, gebildet aus der Korrelationsmatrix der X und aus der Matrix der Lösung 
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‚der Normalgleichungen, formulieren lassen. Alle betrachteten Korrelationen lassen 


' sich aus der „multiplen Korrelations“- und der „multiplen Alienations“-Matrix 


gewinnen. M. P. Geppert (Bad-Nauheim). 
Mitropol’skij, A. K.: Die gewöhnlichen Korrelationsgleiehungen. Uspechi mat. 
Nauk 4, Nr. 5 (33), 142—175 (1949) [Russisch]. 
Es liegen zwei diskrete, normierte Variablen &, = (2, —m,o)/o, und 
& = (a — MmyIı)/O, vor mit den Korrelationskoeffizienten (beliebiger Ordnung) 
14, = B (89: - &9s). Ist die nn von &, bezüglich &, genau eine Parabel 


h 
vom Grade A, rgylı = 2 Ku -&'gy) (wo der Index j, die verschiedenen &,-Werte 
N 


bezeichne), so bestimmen ur deren Koeffizienten Ki _ De DG aus den 
Determinanten 


| 1 0 1 TO 
0 1 7310 li 
(Aı) — | : 
Di 1 r3|0 7410 Dar ?n,+2]0 
ER a DE a EEE TIER EN WERNER 
2 
Y5,|o 7a+1]l0 7n+2]0 73,0 
und 
| 1 0 1 are rg,—1]0 0 Ng,-+1|0 8.00 77,0 
0 1 730 ... 79,0 rılı Tg, +2]0 ... 7n,+1]|0 
DM) — 1 ; 
a r3|0 r410 Tg +110 r2|1 79, +30 oe Titi2]0 
Tn,\o "n+ı1lo 7m+2]0 --- "u+n-ı1lo Tn|ı rn +g+1l0 --- 72n,|o 


Andernfalls werden die Koeffizienten Ku in bekannter Weise nach dem Prinzip 
der kleinsten Quadrate bestimmt. Zur praktischen Durchführung für beliebige 
ganzzahlige h, verwendet Verf., anknüpfend an Tschebyscheff ein System von 
orthogonalen Polynomen @,, (&,), das die schrittweise Approximation der wahren 
Regression durch Parabeln jeweils um 1 zunehmenden Grades unter Benutzung 
der schon erzielten niedrigeren Approximation gestattet: 
hi [2 
ZN a 0 19% (&19) ° ; =, Pi "il" Pa (&16, 1 — Pil 9, (ii) ). 


Ferner gewinnt man mittels Er Darstellung für die zum Minimum gemachten 


mittleren bedingten Varianzen bezüglich der Regressionsparabel vom Grade h, die 


Rekursionsgleichung 


k 
x" DE (RNIEND = (h)]2/ pi —1) (h,) 
m =, Pi Voylı To = Emo [D%> ]?/D D, 


die im een: Falle (h, = 1) auf die bekannte Beziehung &, = 1—r}jı führt. 
Eur: Geppert (Bad-Nauheim). 


Sarmanov, ©. V.: Über die Wachstumsordnung der Regressionslinien. II. Doklady 


" Akad. Nauk SSSR, ni. $. 60, 545—548 (1948) [Russisch]. 


Verf. knüpft an frühere Resultate (dies. Zbl. 30, 313) an. Wie dort sei F (x, y) 
eine zweidimensionale Verteilungsintensität, p(x), P(y) deren Randverteilungen, 
$(x) die Regression von y bezüglich & und y(y) diejenige von x bezüglich %, ferner sei 


(2) 2 fra, Wir) (y)} dedy = k?< oo. 
Verf. beweist 1., daß kein symmetrisches Er y)=F(y, x) existiert, welches (2) 


erfüllt und m welches |p(x)| 24: («| — für 2) >A. mit Al, A 0 


(0) = 0 und rt ihre inverse Funktion ist. M. P.@eppert (Bad-Nauheim). 


gilt; 2. daß es kein unsymmetrisches F (x, %) gibt, welches (2) erfüllt und für welches 
lo(«)| > r(|«|) fürn)jeı >12 20, 
yalzrtlitaßli fü y))23>9 „>00 


eilt, wo r(|x|) eine monoton wachsende, kontinuierliche, konvexe Funktion mit 


Schützenberger, M. P.: A non-existenee theorem for an infinite family of sym- 
metrieal block designs. Ann. Eugenics, London 14, 286—287 (1949). 

Ein unvollständiger Block-Versuchsplan besteht aus b Blocks mit je % verschie- 
denen Varianten; letztere sind aus v Varianten so ausgewählt, daß jede Variante 
in r Blöcken und jedes Variantenpaar in A Blöcken auftritt. Bei symmetrischen 
Versuchsplänen, d.h.solchen mit v=b, r=k, gilt w—1)A=r(r—1). Es 
wird bewiesen, daß, wenn v gerade ist, ein symmetrischer Versuchsplan nur existieren 
kann, wenn r—4 eine Quadratzahl ist. Zu dem Zwecke geht Verf. von der vxv 
Matrix A = |la,,|| aus, wo a,,— 1 bzw. 0, je nachdem, ob die :-te Variante im 
j-ten Block auftritt oder nicht. Da die den Zeilen derselben entsprechenden v-dimen- 
sionalen Variantenvektoren V, mit den Komponenten a,,,...,qa,;, von konstanter 
Länge Yr sind und paarweise miteinander den gleichen Winkel arccos A/r bilden, 
läßt sich A durch Bewegung im v-dimensionalen Euklidischen Raum überführen 
in eine Dreiecksmatrix, deren Determinante sich mit Hilfe einer Rekursionsformel 
berechnet zu det Al=r-(r—Ayrr—DI2A, Auf Grund der erwähnten Relation 
zwischen v, r und A ist diese Determinante bei geradzahligem v nur dann eine ganze 
Zahl, wenn (r— 4) ein ganzzahliges Quadrat ist. M. P.@eppert (Bad-Nauheim). 


Gini, €©.: Über statistische Beziehungen und deren Inversion. Schweiz. Z. 
Volkswirtsch. Statist. 83, 519—542 (1947). 

Verf. bezeichnet eine statistische Beziehung zwischen einer unabhängigen Ver- 
änderlichen x und einem Funktionswert y als beschreibend, wenn sie für alle Werte x: 
gilt, dann als global oder durchschnittlich, wenn sie nur für die Gesamtheit der 
x-Werte oder für deren Mittelwert besteht. Verf. ist der Ansicht, daß in Diskussionen 
über inverse Wahrscheinlichkeiten, Signifikanztests, Vertrauensintervalle usw. zu 
wenig zwischen beschreibenden und durchschnittlichen Beziehungen unterschieden 
wurde. Nach ihm gilt eine beschreibende Beziehung nur dann als umkehrbar, wenn 
die invertierte Beziehung auch als beschreibende Beziehung gilt. Gilt sie nur global, 
bezeichnet er sie als subinvertible Beziehung. Verf. gibt Bedingungen, wann eine 
beschreibende Beziehung umkehrbar oder subinvertibel ist. Sazxer (Zürich). 


Manija, G. M.: Verallgemeinerung eines Kriteriums von A. N. Kolmogorov für 
die Schätzung des Verteilungsgesetzes nach empirischen Daten. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 69, 495—497 (1949) [Russisch]. 


Sei F(x) die kontinuierliche kumulative Verteilungsfunktion jeder der von- | 
einander unabhängigen Größen &,,...,%,. Ferner sei für die nach wachsender 
Größe geordneten x7,...., 2% die Treppenfunktion | 

0 SW 
3, (2). el, Te 
1 Jura oe 
definiert und für jedes 0<9,<Q,<1 
120..0.)=. "sup S,(2)— Fix), D* (0,0) S (2) — 
n ( 1 2) Ve... ( ) ( )} il 1 9)  e \S,(&) F(x)|. 


Verf. beweist folgende zwei Theoreme: Ist 


6m) = mn=9, + o(1/Yn) OR o(1/Yn) 3 


RE RENTE 1 Rn 2 
BEA EL ; " 


a Re a ER 
an ala er 

er. en | 

‚so strebt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß D} bzw. D, unterhalb Ay falle, für 


N > 00 gegen 


| EN a 5b e. ' 
lim PlD;-(0w,0w) <Aalym— f[ S exp --02,2)/2] de, d2,[2myı — R? 
Da WE. der 
— exp (— 222) f l exp [—.d(2,, 2,)/2] dz, d2,/2r yı — R2 
bzw. Be 
KESE a db te 
lim P ID, (0m, Hm) S AV n = 3 H exp [— 6 (2,,2,)/2] dz, d2,/2r yı — R? 
Nn>o —a —b 
© X Br 
2 (1)t-tesp(—- 2222) [ -[ exp 6 (2, 2,)/2] de) de, /1 — R? 
=1 —&% — Br ’ 
mit E=VAd- 6,0), 
(2,2) = (+ 2Rz + B)/— RB), 0.) (—2R2 2 + 2)/(L— BP), 
a= AV, (1—8,), b=AlY6, (1—B,), 
+ = (1 20)ly9, A), b’ = A221 8,1/V%, A By), 
x, = (A— 2k18,)/Y8, 1—9,), B, = R—2kı (1—8,)/Y0, (1—,). 


Für 6,=1-®,=0 sind als Spezialfälle im ersten Theorem ein Satz von 
N.V.Smirnow [Mat. Sbornik, n. S. 6, 3—24 (1939); dies. Zbl. 22, 245] im zweiten 
ein Satz von A.N. Kolmogorow [Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, 83—91 (1933); dies. 
Zbl.6, 174] enthalten. M. P.@Geppert (Bad-Nauheim). 

Doob, J. L.: Heuristie approach to the Kolmogorov-Smirnov theorems. Ann. 
math. Statist., Baltimore Md. 20, 393—403 (1949). 

Seien 2, %,, ..., %,„ unabhängige stochastische Variable mit der gemeinsamen 
Verteilungsfunktion F(x). Die empirische Verteilungsfunktion dieser Stichprobe sei 
‘ S8,„(x). Verf. gibt eine heuristische Erklärung für die Sätze von Kolmogorov und 
 Smirnov bezüglich des asymptotischen Verhaltens der kleinsten oberen Grenze von 
IF(&)— 8,(z)|. Sazxer (Zürich). 

Wolfowitz, J.: The power of the elassical tests associated with the normal distri- 
bution. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 20, 540—551 (1949). 

Let &,,..., %,;, have the density function 


ae Do Fis 
(Var co) "exp 3412 nt at 


The general linear hypothesis states that = g='''=n.—0. The author 
gives the necessary and suffieient condition for a test of this hypothesis to have, 
a power function which depends only on (++ n%)/o? and proves that of 
all these tests the classical analysis of variance is the most powerful. Analogous 
methods are then applied to a multivariate test and results of Hsu, Simaika 
and Wald relating to the general linear hypothesis and the multiple correlation 
coefficient are derived from a general principle, which is also applicable to.other 
"tests based on the normal distribution. S. Vajda (Epsom, England). 

Ghurye, $. 6.: On the use of Student’s t-test in an asymmetrieal population. 
Biometrika, Cambridge 36, 426—430 (1950). 

Mittelwert # und Streuung s einer (n + 1)-gliedrigen Stichprobe aus einem 
mit Mittelwert u, und Streuung o normal-verteilten &-Kollektiv folgen bekanntlich 
einer in eine Normalverteilung für £ und eine y?-Verteilung für n s?/o? zerlegbaren 
Simultanverteilung, aus der sich Students bekannte, für die Prüfung eines hypo- 


“ thetischen Mittelwertes u, = u, verwendbare Verteilung für t = (# — u) Vn + 1/s 
ergibt. Verf. bestimmt die Simultanverteilung von # und s für den allgemeineren 
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Fall, in welchem das Kollektiv nicht einer strengen Normalverteilung folgt, sondern 
einer solchen mit geringer Schiefe y, und verschwindenden höheren Kumulanten 


ar(&) = {1 + y,(@— 3916} -exp (— 8212) del? m, 
unter Vernachlässigung von y? und höheren Potenzen von y] zu 
dF(u,x) = zn nn. fur Buy —3(n + 1)u) - yrri 
Wr) ar DIE. (m — 2)/2)16 Ver (n+1) { % \ 32 
exp (— (X? + w)j2} dudy 
mit u= (ö— u) Vn +1lo, 2 =n82lo®, 
und untersucht die Auswirkung dieser Abänderung auf den Studentschen £-Test. 
Schon R.C. Geary [J. R. statist. Soc. London, Suppl. 3, 178] hatte den Unter- 


schied zwischen der wahren Wahrscheinlichkeit für Fehler 1-ter Art und der 
dem t-Test auf Grund der t-Verteilung zugrunde gelegten Signifikanzgrenze & 


berechnet. Entsprechend bestimmt Verf. den.von &, n und 0, = (U, — U) Vn +1/a | 
abhängigen Unterschied y} ' Piı (%,n,_,) zwischen der wahren Wahrscheinlich- 
keit für Fehler 2-ter Art und dem bei Normalverteilung geltenden Wert 
Plı (&,n,0,) derselben durch Integration von dF (u, y) über (2 — 49) Vn +1/s<St(e). 
Die hierbei auftretenden Integrale der Form 


oo 
j (w + 5)" exp (— w?/2) dw 
2) 
werden durch partielle Integration rekursiv berechnet. M. P. Geppert. 


Gayen, A. K.: The distribution of „Student’s“ t in random samples of any size 
drawn from non-normal universes. Biometrika, Cambridge 36, 353—369 (1950). 
Für den Fall, daß eine Ausgangsverteilung f(x) zugrunde liegt, die durch eine 
nach dem vierten bzw. siebenten Glied abgebrochene Edgeworth-Reihe gegeben ist, 
ermittelt Verf. die Häufigkeitsverteilung von „Students“ t unter der Voraussetzung, 
daß die Schiefe A;, der Exzeß A, und der Wert von A, = 1,/0° — 10 u,/o? bekannt 
sind. Die sich ergebenden Verteilungen haben die Form 
ä Pit) = Poll) +73, )— A Pal) + AR palt) 
zw. 
Pe) = Pi) + As Pr) + AA Pr.) + 5 Pl), 
wobei p9(t) die bekannte Studentverteilung ist und p,(t) die durch die 4 bedingten 


Korrekturglieder sind. Zur Bestimmung der für die Anwendung wichtigen Wahr- 
scheinlichkeiten 


[0,6] —b 


Pi) S Bd bzw. Rt<—t)= [ D()d Ww=1,2) 


hat Verf.die benötigten Korrekturintegrale Py(ty), Pat), Pa (fo); Par(t,) für 
Rn —1 = 1,29, 6,8,19, 924 ©owund N; 0,5; RE HR 4,0 tabelliert und 
P,(o) Pr (to) und P(t,) durch vollständige und unvollständige B-Funktionen 
dargestellt. Georg Friede (Göttingen). 

Lindley, D. V.: Grouping correetions and maximum likelihood equations. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 46, 106—110 (1950). 

The author derives the corrections which must be applied to maximum likelihood 
estimates, when the sample data are grouped. These corrections apply not to popu- 
lation values, asdo Sheppard’s corrections, but to sample values and can hence be 
used directly for inference. It is found that in certain simple cases the corrections 
arethe same asthose given by Sheppard, butthatthisis not always so. Thelimitations 
of the method are clearly stated. In particular, the investigation does not deal 
with the case when the endpoint of a distribution must itself be estimated from the 


sample. S. Vajda (Epsom, England). 
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Box, G. E. P.: A general distribution theory for a class of likelihood eriteria. 
‚Biometrika, Cambridge 36, 317—346 (1950). 
| Für eine besondere Kisse von Likelihood-Kriterien, deren Momente Pro- 
dukte von J/-Funktionen sind, werden für die bei Gültigkeit der Nullhypo- 
these geltende exakte Verteilung des Kriteriums Näherungsausdrücke abgeleitet, 
indem aus den Momenten die charakteristische Funktion geh und in deren 
Logarithmus, der Kumulanten-Erzeugenden, die von Barnes (1899) verallgemeinerte 
| ‚Stirlingsche Formel angewandt wird. Die auf diese Weise erzielte Approximation 
durch eine unendliche Reihe, deren Konvergenz durch geeignete Wahl eines Maßstab- 
Faktors erhöht wird, wird ihrerseits vereinfacht durch Approximation durch eine 
‚einzige F- bzw. eine einzige y?-Verteilung. Die Reihenapproximation ist die beste, 
‚die y-Approximation nur für große Stichproben verwendbar. Die genannte Kri- 
iterienklasse enthält zwei umfassende Kriterien: 1. Homoskedastizitäts- Teste, d.h. 
‚Prüfung der Konstanz von Varianzen -und Covarianzen, 2. Wilks’ Prüfung der 
DE sbhänsigkeit von k Variablensätzen. Die Güte der hier gewonnenen Approxi- 
ationen wird verglichen mit den teilweise bekannten exakten Verteilungen und 
mit den Approximationen anderer Autoren (Hartley, Bishop, Wald und 
| 


‚Brogkner, Bartlett, Rao, Nair u.a.). M. P.Geppert (Bad-Nauheim). 

| “Goodman, Leo A.: On the estimation of the number of elasses in a population. 
Ann. math. Statist., Baltimore Md. 20, 572—579 (1949). 

Verf. untersucht die Schätzung der unbekannten Anzahl X von Klassen, in 
‚welche die Elemente einer Ausgangsgesamtheit von bekanntem Umfang N unter- 
‚teilt sind, auf Grund einer ohne Zurücklegen entnommenen Zufallstichprobe. Es 
wird gezeigt, daß, wenn der Stichprobenumfang n mindestens so groß ist wie das 
‚Maximum der Elementanzählen in den einzelnen Klassen der Ausgangsgesamtheit, 
\zerade eine reellwertige Funktion S der Stichprobenwerte existiert, die einen unver- 
'zerrten (unbiased) Schätzwert für K liefert. Da diese Funktion jedoch in Einzel- 
fällen zu sinnlosen Werten führen kann, schlägt Verf. vor, an ihrer Stelle die nicht 
'verzerrungsfreie Funktion 7’ zur Schätzung zu verwenden, die durch 


N(N-—1) 7 2 
MER x i 
ab N Alan) ar PR S == u; 
= n 
| 5%, wenn 8’< S x, 
i=1 el 


Hefiniert ist. x; ist hierbei die Anzahl der Klassen, aus denen in der Stichprobe 
‚jeweils i Elemente enthalten sind. Georg Friede (Göttingen). 


| Williams jr., €. Arthur: On the choise of the number and width of elasses for 
‚the chi-square test of goodness of fit. J. Amer. statist. Assoc. 45, 77—86 (1950). 
Quenouille, M. H.: Problems in plane sampling. Ann. math. Statist., Balti- 
"more Md. 20, 355—375 (1949). 

| Verf. untersucht die Genauigkeit von Stichprobenentnahmeverfahren für recht- 
Isckige Versuchsfelder, die darin bestehen, daß die Auswahl der beobachteten Ele- 
mente entweder in beiden Seitenrichtungen in gleicher Weise rein zufällig, geschichtet 
\zufällig oder systematisch erfolgt oder in jeder Richtung nach einer anderen von 
‚liesen drei Arten der Entnahme vorgenommen wird. Hinsichtlich der entstehenden 
-Teilstichproben unterscheidet er dabei noch danach, ob diese parallel zu den Seiten 
‚ausgerichtet oder davon unabhängig bestimmt sind. Entsprechend dem Vorgehen 
won W.G.Cochran [The relative accuracy of systematie and stratified samples 
‚for a certain class of populations. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 17, 164 (1946)] 
‚wird die Streuung des Gesamtmittelwertes der Stichprobe für die eindelhen Ent- 
nahmeverfahren ermittelt und gezeigt, daß für einen großen Bereich von Fällen, 
in denen die Grundgesamtheit eine Korrelationsfunktion mit bestimmten Eigen- 
schaften besitzt, die Streuung bei systematischer Entnahme in beiden Richtungen 
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kleiner und damit die Genauigkeit größer ist als bei der geschichteten Zufallsent- 
nahme. Da das Vorhandensein eines Trends die Leistungsfähigkeit der systematischen 
Entnahme gegenüber derjenigen der anderen Verfahren herabsetzt, schlägt Verf. 
"eine Verallgemeinerung der von F. Yates (dies. Zbl. 30, 407) für den eindimen- 
sionalen Fall angegebenen Methode zur Behebung dieser Schwierigkeit vor. 
Georg Friede (Göttingen). 

Quenouille, M. H.: Approximate tests of eorrelation in time-series. J. R. statist. 
Soc., Ser. B, London 11, 68—84 (1949). 

Verf. untersucht, in erster Linie an numerischen Beispielen, die Eignung par- 
tieller und multipler Korrelationskoeffizienten zur näherungsweisen Testung der 
Korrelation in einer Zeitreihe und der Korrelation zwischen zwei derartigen Reihen. 

Georg Friede (Göttingen). 

Armitage, P.: An overlap problem arising in partiele eounting. Biometrika, 
Cambridge 36, 257—266 (1950). 

Bei der mikroskopischen Auszählung von Staubteilchen oder Bakterien, die zu- 
fällig auf einer Platte verteilt sind, lassen sich Zusammenballungen oder Überlage- 
rungen von mehreren Teilchen als solche vielfach nicht erkennen und werden daher 
nur alsein Teilchen gezählt. Zur Berichtigung der dadurch bedingten Unterschätzung 
der Gesamtzahl der auf der Plattenfläche A vorhandenen Teilchen entwickelt Verf. 
folgende Näherungsformeln für das Verhältnis m = O/N der Anzahl € der Zu- 
sammenballungen zu der Anzahl N aller Teilchen auf der Fläche A: 1. Für Teilchen 
in Form kreisförmiger Plättchen mit a) konstantem Durchmesser ö? 


mwuy1+ 23% +2(2r +33) y2/3r, 
wobei y=nN 62/44 die „Konzentration“ der Teilchen auf der Platte ist 
b) zufallsmäßig variierendem Durchmesser m ee mit y= N (u + 2u)/2 4, 
e 


wobei ı der Mittelwert und u, die Streuung der Quadratwurzel aus dem Flächeninhalt 
der Teilchen ist. — 2. Für rechteckige Plättchen mit zufällig variierenden, jedoch 


zueinander im konstanten Verhältnis k stehenden Seiten m A mit 


Ile, 
N 2 
= en Z +1 + |. wobei wiederum u der Mittelwert und wu, die 


TT 
Streuung der Quadratwurzel aus dem Flächeninhalt der Teilchen ist. Friede. 


Stange, K.: Über die Verteilungsdiehte der Meß- oder Beobachtungsfehler eines 
dreidimensionalen Punktraumes. Z.angew. Math. Mech. 28, 235—243 (1948). 

Verf. behandelt die Verteilung von Meßpunkten im dreidimensionalen Raum, 
indem er die Verteilungsfunktion(-dichte) dreier Zufallsvariabler berechnet, die 
selbst wiederum Linearkombinationen normalverteilter, zentrierter, gegenseitig unab- 
hängiger Zufallsvariabler sind. Das Ergebnis, im Hauptfall die dreidimensionale 
Normalverteilung korrelierter Zufallsvariabler, wird genau diskutiert, insbesondere 
wird gezeigt, wie die Parameter dieser Verteilung und die als Genauigkeitsellipsoide 
verwendeten Ellipsoide gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte von den Elementen der 
zu den drei Zufallsvariablen gehörenden Streuungsmatrix abhängen. Die wesent- 
lichen Ergebnisse dieser Arbeit finden sich ausgedehnt auf den n-dimensionalen 
Raum und in anderer Weise hergeleitet (mit Hilfe charakteristischer Funktionen) 
in der Lehrbuchliteratur der mathematischen Statistik (vgl. H. Cramer: Mathe- 
matical methods of statistics, Princeton 1946, 8. 310ff.). _ Münzner (Göttingen). 

Riehter, H.: Zur Gaussisehen Verteilung im n-dimensionalen Raume. Z. angew. 
Math. Mech. 29, 161—164 (1949). 

Im Anschluß an die Arbeit von K. Stange (s. vorsteh. Referat) berechnet 
Verf. die Verteilungsfunktion von n (statt 3) Linearkombinationen, die sich aus r 
normalverteilten, zentrierten, voneinander unabhängigen Zufallsvariablen zusammen- 
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© setzen. Er gelangt hierbei im allgemeinen zu einer n-dimensionalen Normalvertei- 
1 lung. Besonders wird gezeigt, wie sich die Dimension dieser Normalverteilung redu- 
| ziert, wenn r <n ist und wenn bei r > die zur Streuungsmatrix gehörende 
‘ Determinante verschwindet. H. Münzner (Göttingen). 

' Gabriel, Fritz: Dureh Höchstfehler begrenzte Fehlerverteilungen. Z. angew. 
l} Math. Mech. 28, 244—247 (1948). 

I Einige Eigenschaften des Jordanschen Fehlergesetzes p (&) = konst. (1— &2/.M?)Y, 
| das in der Fehlerrechnung wenig Beachtung gefunden hat, in der mathematischen 
Statistik als Pearsontype Il aber viel diskutiert worden ist, werden zusammenge- 


stellt. Zur Berechnung der Parameter M und N zu einem gegebenen Beobachtungs- 
material wird die Methode der Momente benutzt. Münzner (Göttingen). 


Gabriel, Fritz: Zur praktischen Anwendung der von Jordan angegebenen durch 
Höchstfehler begrenzten Fehlerverteilungen. Z. angew. Math. Mech. 28, 278—280 
" (1948). 
ij Zur praktischen Anwendung des in einer früheren Arbeit (s. vorsteh. Referat) 
| behandelten Jordanschen Fehlergesetzes entwickelt Verf. abweichend von der üb- 
! lichgn Schätzmethodik neue Formeln zur Schätzung des zweiten und vierten Fehler- 
“ moMentes. Die dabei benutzten Überlegungen sind vom wahrscheinlichkeits- 
\ theoretischen Standpunkt aus nicht haltbar. Münzner (Göttingen). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Geiringer, Hilda: On some mathematieal problems arising in the development 
{ :of Mendelian geneties. J. Amer. statist. Assoc. 44, 526—547 (1949). 

A review and reformulation of problems arising in mathematical genetics in 
) terms of three basic distributions: the distribution of genotypes, the segregation 
«distribution and the distribution of gametes. Problems of enumeration of possible 
‚genotypes, distribution of gametes in successive non-overlapping generations (random 
mating and no selection assumed) and states of equilibrium are discussed for the 
\ «cases of m linked loci in disomie and polysomic inheritance. Cavalli (Cambridge). 


Tukey, John W.: Moments of random group size distributions. Ann. math. 
‘Statist., Baltimore Md. 20, 523—539 (1949). 

The problem considered in this paper is that of the distribution of frequencies 
" .of boxes with no balls, one ball, two balls ete. when a given number of balls are 
.distributed independently among a given number of boxes. Means, variances, 
.covariances and third moments are given for the cases of fixed, or binomial, or 
Poisson numbers of balls, and for equal or unequal boxes. Two applications are 
discussed: a) to a biological problem (Numbers of enzyme molecules distributed 
among descendants of a bacterium after enzyme production has ceased) b) to a 
' chemical problem (statisties of breaks in rubber molecules due to oxidation). 

Cavalli (Cambridge). 
Finney, D. J.: The estimation of the parameters of tolerance distributions. Bio- 
metrika, Cambridge 36, 239—256 (1950). 

In einer Population folge die Toleranzgrenze vw eines Reizes, d.h. diejenige 
Dosis u desselben, bei welcher das Individuum gerade reagiert (z. B. durch Tod), 
einer Verteilung, die durch zwei Parameter, einen Lageparameter (Mittelwert u) 
und einen Skalenparameter (Streuung o), vollständig bestimmt ist. Die klassische 
‚Probitanalysis löst unter der speziellen Annahme, daß die Verteilung normal sei, 
‚die Aufgabe, diese beiden unbekannten Parameter aus der in einer Stichprobe 
‚empirisch gewonnenen Summenkurve (Dosis-Wirkungskurve) optimal zu schätzen, 
zumeist auf Grund des Maximum-likelihood-Prinzips. In „Probitanalysis: A stati- 
‚stical treatment of the sigmoid dose responce curve“, Cambridge, 1947 und ‚The 
‚principles of biological assay“ [J. R. statist. Soc., London, Suppl. 9, 46—91 
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(1947)] hat Verf. die analoge Aufgabe für die erwähnte umfassendere Klasse von 
" zweiparametrigen Verteilungen gelöst. In der vorliegenden Arbeit löst er für diese 


Klasse von Verteilungen dasselbe Problem unter der, den Fall einer unbekannten || 


superponierten „natürlichen“, d.h. von der Reizdosis unabhängigen, Reaktions- 
bereitschaft und den von F. M. Wadley [Dosage-mortality correlation with number 
treated estimated from a parallel sample, Ann. appl. Biol. 36, 196—202 (1949)] 
bei Normalverteilung behandelten Spezialfall umfassenden Voraussetzung, daß die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei einer festen Dosis x ein bestimmter Prozentsatz 
der exponierten Individuen positiv reagiere, eine bekannte Funktion einer linearen | 
Funktion von (J + K-Q) ist, wo P=1-—Q die Wahrscheinlichkeit bedeutet, 

allein auf Grund der Dosis x positiv zu reagieren. Die unbekannten Parameter 
u, 0, J, K werden aus den empirischen Reaktionshäufigkeiten auf Grund des Maxi- 
mum-likelihood-Prinzips bestimmt, dessen Gleichungssystem mittels eines iterativen 
Prozesses gelöst wird. M. P.@eppert (Bad-Nauheim). 


Riebesell, Paul: Ein einfaches Stabilitätsmaß und seine Anwendung in der Ver- 
sicherung. Mitteil.-Bl, math. Statistik, München 1, 181—184 (1949). 

Nataf, Andr6 et Rene Roy: Remargues et suggestions relatives aux nombres- 
indices. Econometrica, Chicago 16, 330—346 (1948). 

Gestützt auf Ergebnisse von Konüs, R. Frisch und Bowley und in Analogie 
zum Aufbau des Preisindex wird versucht, einen ‚„Funktional-Index‘“ zu definieren, 
der einem bestimmten Verbraucher und einer bestimmten Preissituation zugeordnet 
ist und zu dessen Berechnung daher die individuelle Nutzenfunktion verwendet 
werden muß. Dieser Index z soll die Forderung erfüllen, daß das Existenzniveau 
des Verbrauchers sich nicht ändert, wenn, bei gleichem Einkommen des Verbrauchers, 
sämtliche Grundpreise mit z multipliziert werden. — Es seien, in der Schreibweise 
des Verf., q,, 44, 5 ,... die Mengen der verschiedenen Güter inder Wirtschaftsperiode, 
zusammengefaßt zum Gütervektor Q, des Verbrauchers, p,, pi, . . - ihre Preise, zu- 
sammengefaßt zum Preisvektor P,. Die Bezeichnungen ohne i entsprechen einer 
beliebigen, gerade betrachteten, also variablen Wirtschaftsperiode. Die Nutzen- 
funktion U(g,g9’,q’,...) charakterisiert das Existenzniveau des Verbrauchers. 
Verwirklicht letzterer das Prinzip des maximalen Nutzens — eine wesentliche Vor- 
aussetzung der Untersuchungen —, so ist bei einem System gegebener Preise und 
gegebenen Einkommens (P, r) der dieser Situation „angepaßte“ VektorQ@ = Q(P, r). 
— Der Funktionalindex ist z. B. für den Fall,daß U, = U(Q,) = U(Q,) = U: 1= rn, 


Pre 
Da U(Q)=©(P,r), läßt sich der Funktionalindex der Situation (P,r) im Ver- 
gleich zur Basissituation (P,,r) definieren durch ©(z P,r)=®(P,r). Seien 
De O0B7),. le ist, da r=2pg, 2= (Zgp/2g,P,). Sei ferner‘ 
w— Djor, bzw. w,— 0®(z P,r)/Or der Grenznutzen des Geldes, außerdem 
9, = D/öp, bzw. 9, = 00 (z P,r)/0p,, dann ist , = —p,[w. ©(P,r) ist eine 
homogene Funktion vom Grade 0 ihrer Variablen und nur abhängig von den rela- 
tiven Preisen p/r. Das gleiche gilt für die individuelle Nachfrage Q,. Es ergibt sich 
%2/or = (w— w,)[2 Po YP., so daß z unabhängig von r ist, wenn w= w,. Unter 
dieser Voraussetzung ergibt sich abschließend für den Funktionalindex z: 
(*) de = 2a -dplp, wo x,=q,p,/&2qp. Soll sich w nicht ändern, so muß, da r 
beim Übergang von Q zu Q, konstant bleibt, wr = r- oD/or auf einer Indifferenz- 
fläche //, die durch den Wert von ® bestimmt ist, konstant bleiben und 
— K(®) = 1/V’(®) sein. Für V, eine monotone Funktion von ®, folgt dann 
V=logr + H(p,p',p",..... — Für einen Gesamtindex der wirtschaftenden 
Subjekte ergibt sich eine (*) ähnliche Differentialgleichung 


dIl = & al'/I + &' al’/I" + all. 


Tr 
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ı wo I’ und I’ die Indizes der Produzenten und Kaufleute sind, I’’ der das Niveau 
der Gesamtheit der Verbraucher wiedergebende Index ist, der durch Summierung 
der Indizes der Teilmengen der Verbraucher mit jeweils gleichem Einkommen be- 
rechnet wird aus d!”’/I" = $(ß, & a,dp/p), wobei die a, für die Teilmengen 


Em 
charakteristisch sind und x +0” +0" =1 ist. R. Günther (Nordhausen). 


» 


Geometrie. 
Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


® Hefiter, Lothar: Grundlagen und analytischer Aufbau der projektiven, eukli- 
dischen, niehteuklidischen Geometrie. Zweite, verb. Aufl. Leipzig: B. G. Teubner 
Verlagsgesellschaft 1950. 192 S. u. 66 Abb.; 12,60 DM. 

Noi, Salvatore di: La eontinuitä della retta e il postulato V® di Euelide. Boll. 
Un. mat. Ital., III. S. 4, 410-412 (1949). 

Schmidt, Arnold: Über die Bewegungsgruppe der ebenen elliptischen Geometrie. 
J. reine angew. Math., Berlin 186, 230—-240 (1949). 

‚Eine Gruppe @ heiße Inzidenzgruppe, wenn @ von den in @ enthaltenen Invo- 
lutiönen erzeugt wird, und wenn es zu jedem Paar verschiedener Involutionen 
a, bin @ eine Involution ax5b=bx a in @ mit folgenden Eigenschaften gibt: 
sind «a =b und c Involutionen in @, so ist abc dann und nur dann eine Involution, 
wenn (a x b)c eine Involution ist; sind @==b und c Involutionen in @, und sind 
auch ac und bc Involutionen, so ist c—=a x b. Weiter gebe es Involutionen in @; 
und zu jeder Involution a in @ gebe es eine Involution 5 in G, so daß ab keine In- 
volution ist. — Verf. zeigt zunächst, daß jedes Element der Inzidenzgruppe @ 
Produkt zweier Involutionen in G@ ist. Dann wird von @ ein projektiver Raum R(G) 
\ folgendermaßen abgeleitet: jedes Element in @ stellt einen Punkt in R(G) dar, und 
‚ jedes Element in @ stellt auch eine Ebene in R(@) dar; der Punkt P liest dann und 
nur dann auf der Ebene e, wenn ihr Produkt Pein @ eine Involutionist. Die Gesamt- 
heit J der Involutionen in @ ist dann gerade die Gesamtheit der Punkte auf der 
Ebene e. In dieser projektiven Ebene gilt der Satz von Desargues, da sie in den 
projektiven Raum R(G) eingebettet ist; und es gilt weiterhin auch der Satz von 
Pappus, so daß J eine projektive Ebene über einem kommutativen Körper ist. 
— Ist a eine Involution in @, so stellt «a sowohl einen Punkt auf J wie auch eine Ebene 
in R(G) dar; diese Ebene schneidet J in einer Geraden J (a). Die Beziehung a — J (a) 
ist eine Polarität in J mit der Eigenschaft, daß kein Punkt in J auf seiner Polaren 

liegt; und @ ist die Bewegungsgruppe von J bezüglich dieser Polarität. Die Invo- 

| lutionen in @ sind gerade die Spiegelungen dieser elliptischen Geometrie. Sind 

a —=b zwei Involutionen, so ist a X b genau die Spiegelung, welche die Verbin- 
dungsgerade von a und b und den Schnittpunkt von J(a) und J(b) fest läßt. 
Reinhold Baer (Urbana, Illinois). 

Baggis, Henry F. De: Hyperbolie geometry. IH. A theory of parallelism. Rep. 
math. Colloqu., Indiana, II. S. 8, 68—80 (1948). 


Im ersten Teil dieser Untersuchung [Rep. math. Colloqu., Indiana, II. S. %, 


3—14 (1946)] hat Verf. die Theorie der hyperbolischen Ebene auf sechs Axiomen 
aufgebaut, die es insbesondere gestatten, Ordnung (auf der Geraden und in der 
Ebene) einzuführen. In diesem zweiten Teil wird die Theorie des Parallelismus 
aufgebaut. Ihre Basis ist die folgende Variante einer Mengerschen Definition 
[Karl Menger: New projective definitions of the concepts of hyperbolie geometry; 
Rep. math. Colloqu., Indiana, II. S. 7, 20—28 (1946): P und Q seien verschiedene 
Punkte und %k die Gerade durch P und @; h sei eine Gerade. Dann sind h und der 
“ Halbstrahl von P nach Q parallel, wenn h und k sich nicht schneiden und wenn es 
eine Gerade m durch @ derart gibt, daß m und Ah sich nicht schneiden und daß jede 
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‚Gerade durch P, die h nicht schneidet, m in einem Punkte R schneidet, durch den 
es höchstens eine weder h noch k schneidende Gerade gibt. Weiter werde die Gerade h 
mit dem Geradenpaar h’, h’’ koparallel genannt, wenn h einen Halbstrahl trägt, der 
‚sowohl mit h’ als auch mit h’” parallel ist. Man kann dann die Geraden in Bündel 
koparalleler Geraden einteilen und die hyperbolische Ebene durch Einführung 


dieser Bündel koparalleler Geraden als „Endpunkte‘“ abschließen. Fügt man dann | 
noch zwei Parallelenpostulate zu dem Axiomensystem hinzu, so läßt sich u. a.) 


erweisen, daß jede Gerade genau zwei solche Endpunkte trägt. Reinhold Baer. 


Elementargeometrie: 


e Lebesgue, Henri: Lecons sur les eonstruetions geometriques. Avec un preface 
‚de M. Paul Montel. Paris: Gauthier-Villars 1950. VI, 304 p. 

Dieses schöne und lebendige Lehrbuch ist aus den letzten Vorlesungen des im 
Jahre 1941 verstorbenen berühmten Verf. entstanden und wurde von Fräulein 
Felix unter der Presse geordnet. Das Lehrbuch verteilt sich in drei Teile: I. Aus- 


führung der Konstruktionen. II. Algebraische und geometrische Probleme bei der 
Untersuchung der Konstruierbarkeit. ILL. Kurven, deren Punkte mit dem Lineal kon- | 


. struierbar sind. — Der erste Teil besteht aus 5 Kapiteln: 1. Lösung der Fundamental- 
aufgaben: Trisektion, Delisches Problem. 2. Das Lineal und der Zirkel. Der Zirkel 
‚allein. 3. Das Lineal und der Rechtwinkel. 4. Verschiedene Benutzungen der Kon- 
struktionsmittel. 5. Gelenksysteme. — Der zweite Teil besteht ebenso aus 5 Kapiteln: 
1. Mit dem Lineal konstruierbare algebraische Probleme. 2. Mit Lineal und Zirkel kon- 


struierbare algebraische Probleme. Reguläre Vielecke. 3. Lösung des allgemeinen | 


algebraischen Problems der Konstruierbarkeit mit Lineal und Zirkel. 4. Konstruk- 
tion in einem nichtnormalen Rationalitätsbereich. Trisektrizen und n-Sektrizen 
eines Dreiecks. Transzendenz von e und z. — Der dritte Teil besteht nur aus 3 Ka- 
piteln: 1. Konstruierbare Kurven aus beliebigen Punkten. 2. Konstruierbare Kurven 
aus diskreten Punkten. 3. Untersuchung der Geraden. — Das Lehrbuch des Verf. 
ist das erste französische Lehrbuch über die Theorie der geometrischen Konstruk- 
tionen und hat ungefähr einen gleichen Umfang, wie die bekannten besten mathema- 
tischen Werke mit ähnlichem Inhalt: Enriques, Fragen aus der Mathematik 
Bd. II, I. Aufl. 1907, IT. Aufl. 1923, und Vahlen, Konstruktionen und Approxima- 
tionen, 1911. Der Wert des Lehrbuches vom Verf. läßt sich am besten dann beur- 
teilen, wenn man seinen Inhalt mit diesen ziemlich alten Lehrbüchern vergleicht 
und wenn man in Betracht nimmt, was es Neues enthält, das in den früheren Lehr- 
büchern nicht vorkommt, und welche Probleme der geometrischen Konstruktionen 
es sind, die beim Verf. nicht vorkommen, obgleich sie nach der Meinung des Ref. 
nicht fehlen dürften. — Konstruktionen im beschränkten Gebiete und mit be- 
‚schränkten Hilfsmitteln, Beweis der Notwendigkeit des Mittelpunktes im Poncelet- 


Steinerschen Kreise bei metrischen Konstruktionen, der Ersatz dieses Kreises durch 


einen Teilbogen, der Satz von Smith und Kortum über die kubischen und bi- 
quadratischen Konstruktionen mittels eines gezeichneten (vom Kreis verschiedenen) 
Kegelschnittes, lineare Konstruktion kubischer Aufgaben mit Hilfe einer festen 
kubischen Kurve, Methoden der geometrischen Konstruktionen Geometrographie 
Fehlertheorie und die quadrierbaren Lunulae blieben beim Verf. Be 2 nr Ber 


acht. — Hingegen enthält das Werk des Verf. ein ganzes Kapitel über die Gelenk- | 


mechanismen, die auch bei Vahlen kaum berührt werden. Ein Kapitel enthält 
die Resultate von Morley über die Trisektrizen eines Dreiecks und ihre Verall e- 
meinerungen durch den Verf. selbst. Diese Konstruktionen wurden bisher in we 
Lehrbuch der geometrischen Konstruktionen untersucht. Auch der Gegenstand des 
dritten Teiles tritt jetzt zuerst in die Theorie der geometrischen en öih 


Das erste bzw. zweite Kapitel dieses Teiles untersucht im wesentlichen Diophantische | 
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Probleme, die Konstruktion rationaler Punkte auf einer algebraischen Kurve C 
vom Geschlecht Null bzw. Eins aus einem rationalen Punkt von ihr, wenn die 
Gleichung von ( rationale Koeffizienten besitzt. Gyula S2.-Nagy (Szeged). 
Emersleben, Otto: Geometrischer Beweis einer Enveloppeneigenschaft mono- 
konfokaler Ellipsen mit gleich langer großer Achse. Math. Nachr. 3, 62—70 (1950). 
Alle Ellipsen k, die in einem Brennpunkt S, einem Kurvonpunke P und der 
Länge 2a ihrer Hauptachse übereinstimmen, umhüllen eine Ellipse v mit den Brenn- 


punkten P, S und der Hauptachsenlänge 4a— PS. In der vorliegenden Arbeit 
wird diese Tatsache auf kurzem Weg mit elementaren Mitteln bewiesen, wobei sich 
zugleich eine sehr einfache Bestimmung des Berührungspunktes jeder Ellipse k, 
mit « ergibt. Ferner werden einige metrische Beziehungen der (auch vom Stand- 
punkt der Kinematik, Astronomie u. dgl. interessierenden) Scharkurven diskutiert 
und die Abänderungen festgestellt, die bei Annahme einer Parabel- oder Hyperbel- 
schar %k, auftreten. H. Horninger (Istanbul). 


Stojakovie, Mirko: Sur une propriete d’orthocentre et son application & la resolu- 
tion de quelques problömes de la planimötrie. Vesnik Drustva Mat. Fis. Srbije 1, 
51—54 und russische und franz. Zusammenfassg. 54 (1949) [Serbisch]. 

On demontre d’une maniere nouvelle le fait an concernant les hauteurs 
din triangle. Ilrsulte de la aussi qu’on peut facilement r6soundre quelques problemes 
speciaux de contact entre les sections cöniques et les cötes du triangle et en möme 


temps on obtient un nouvelle d&monstration du fait bien connu concernant le cercle 


des neuf points d’un triangle. Autoreferat. 

Thebault, Vietor: A note on orthopolar triangles.. Amer. math. Monthly 5%, 
171—173 (1950). 

Droussent, Lucien: On the orthocentroidal eirele. Amer. math. Monthly 57, 
169—171 (1950). 

Streit, A.: Eine Eigenschaft des schiefwinkligen Dreiecks und die daraus folgende 
Eigenschaft des rechtwinkligen Dreiecks. Elemente Math., Basel 5, 36—40 (1950). 

Court, Nathan Altshiller: The tetrahedron and its altitudes. Scripta math., 
New York 14, 85—97 (1948). 

Nach einer historischen Übersicht gibt Verf. eine, auch für Nichtspezialisten. 
gut lesbare, anschauliche Schilderung der Entwicklung der Tetraedergeometrie. 
Der erste Hauptteil beschäftigt sich mit dem orthozentrischen Tetraeder, der zweite 
wird größtenteils dem Höhenhyperboloid des allgemeinen Tetraeders gewidmet. 
Verf. gibt für einige Sätze der Tetraedergeometrie sehr kurze und intuitive Beweise. 

E. Egervary (Budapest). 

Court, N. A.: A speeial tetrahedron. Amer. math. Monthly 57, 176—177 (1950). 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Synge, J. L.: The geometry of many dimensions. Math. Gaz., London 33, 
249—263 (1949). 

Court, L. M.: Envelopes of plane eurves. Amer. math. Monthly 57, 168—169 
1950). 
en R. $8.: Some applications of extended analytic geometry. Amer. 
math. Monthly 56, 158—164 (1949). 

In einer früheren Arbeit [Amer. math. Monthly 52 (1945)] hat Verf. eine mit 
N Achsen arbeitende analytische Geometrie der Ebene eingeführt. Hier wird nun 
der Fall N = 3 näher behandelt, wobei die 3-Achsen-Koordinaten [unter 60°-Winkeln 
zueinander] mit den üblichen X, Y durch die Formeln 


2a +y—z—=2X, y+z=2Y/y3 
zusammenhängen. Nur unter bestimmten Bedingungen zwischen den Koeffizienten 
ist dann eine lineare Gleichung in x, y, z nur durch die Punkte einer Geraden erfüllt. 
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Weiterhin wird untersucht, welche quadratische Gleichungen den Kreis definieren. 
Es folgen dann Anwendungen auf Lösungen diophantischer Probleme, worin die 
Hauptbedeutung der eingeführten Begriffe zu liegen scheint. Burau (Hamburg). 

Wunderlich, Walter: Ein Spiegelproblem. Mh. Math., Wien 53, 63—72 (1949). 

Verf. untersucht die ebenen Kurven k, durch die alle Strahlen eines Büschels A 
nach zweimaliger Reflexion an k in die Strahlen eines Büschels B transformiert 
werden, für die beiden folgenden Sonderfälle: 1. A= B sowie 2. A=DB, aber 
beide Punkte unendlichfern. Im ersten Fall ist k die negative Fußpunktkurve einer 
„Kurve konstanter Breite“, im zweiten Fall ergeben sich Kurvenfamilien, die durch 
periodische Funktionen dargestellt werden. Eine spezielle Familie steht u. a. mit 
den vom gleichen Verf. beschriebenen ‚höheren Radlinien‘ [Österr. Ingenieur-Arch.1, 
277-296 (1947)] in engem Zusammenhang. Die Periodenzahl m besitzt den Wert 
71:0, wobei 20 den Winkel zwischen ein- und austretenden Strahlen bezeichnet. 
Die Annahme m = 2 führt auf den trivialen Fall der Reflexion an einer Parabel, 
die Annahme m = 3 ergibt, wie Verf. näher erläutert, als Spiegelkurve k die nega- 
tive Fußpunktkurve einer Hyperbel, als Kaustik eine Tschirnhausen-Kubik usw. 

H. Horninger (Istanbul). 

Casulleras, Juan: Über gewisse quadratische Transformationen des Raumes. 
Rev. mat. Hisp.-Amer., IV. S. 7, 230—233 (1947) [Spanisch]. 

Verf. untersucht die folgendermaßen erzeugte quadratische Transformation 
zwischen den Räumen Z, und E3: Die Strahlen je zweier Bündel mit den Scheiteln O 
in E, und O’.in E, sowie die Ebenen zweier Bündel mit den Trägergeraden r und r’ 
werden projektiv aufeinander bezogen; dann läßt man 2 Punkte P aus E, und P’ 
aus E, einander entsprechen, wenn sie auf zugeordneten Strahlen und Ebenen liegen. 
Dadurch wird im allgemeinen zwischen EZ, und E, eine beiderseits quadratische 
Cremonatransformation definiert, bei der das homaloide System von Quadriken in 
beiden Räumen durch einen Punkt und einen zerfallenden Kegelschnitt als Basis 
bestimmt ist. Bürau (Hamburg). 

Todd, J. A.: The invariants of a finite collineation group in five dimensions. - 
Proc. Cambridge philos. Soc. 46, 73—90 (1950). 

Die hier behandelte endliche Kollineationsgruppe des fünfdimensionalen 

Raumes ist die Gruppe @ der Ordnung 28 -36.5-.7 = 6531840, die von 126 har- 
monischen Homologien erzeugt wird; sie ist eine der fünf besonderen Kollineations- 
gruppen der mehrdimensionalen Räume, die von harmonischen Homologien erzeugt 
werden. Die Beschreibung der Gruppe @ und der verschiedenen Konfigurationen, 
‘die mit dieser Gruppe verbunden sind, ist in einer noch im Druck befindlichen 
Abhandlung von C.M. Hamill enthalten und wird hier zunächst kurz wiederholt, 
zusammen mit einigen allgemeinen Bemerkungen über die Beziehungen zwischen 
der Gruppe @ und der entsprechenden Matrixgruppe ®. Verf. schreibt dann die er- 
zeugenden Relationen der beiden Gruppen @ und & und, die Untersuchung von ©. M. 
Hamill immer benutzend, die Funktionen, die die Invarianten von & erzeugen, 
auf. Vom geometrischen Standpunkte aus erhält man als einfachste invariante 
Hyperfläche der Gruppe @ eine Hyperfläche 6. Ordnung I,, deren Gleichung in vier 
verschiedenen Koordinatensystemen angegeben wird; die einfachste lautet: 


L,=2 5 — 10220 25 — 180%, 2 2, 2 % 2, = 0; 
wo die x, übliche projektive Koordinaten bedeuten. In überzähligen Koordinaten 
to; E15 bo; la; ta; bs; te, so beschaffen, daß &t,— 0, hat man: 

L=2%5—- 026% — 1800 LIt,1,1,1,1,1,= 0; 
wo @ eine imaginäre kubische Einheitswurzel ist. E.@. Togliatti (Genova). 


Hartley, E. M.: A sextie primal in five dimensions. Proc. Cambridge philos.. 
Soc. 46, 91—105 (1950). 


Die hier betrachtete Hyperfläche W® eines fünfdimensionalen Raumes ist mit. 
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einer Gruppe G von 6531840 Kollineationen des Raumes S, eng verbunden; man 


erhält ihre Gleichung, indem man die Invariante niedrigster Ordnung der Gruppe @ 


ur 
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gleich Null setzt (s. eine Untersuchung von J. A. Todd, vorsteh. Referat). Die 


Gruppe @ kann als die umfassendste primitive Kollineationsgruppe eines Raumes 
mit mehr als drei Dimensionen charakterisiert werden, die harmonische Homologien 
enthält [H.H. Mitchell, Amer. J. Math. 36, 1—12 (1914)]. Die obengenannte 
Gruppe @ enthält 126 harmonische Homologien und führt so zu einer Konfiguration 
von 126 Punkten und 126 Hyperebenen, die Zentra und die Hyperebenen jener 
Homologien. Nach Wiederholung der wichtigsten Eigenschaften dieser Konfigu- 
ration gibt Verf. für Y folgende Gleichung an: 


za +152 4 — 30807 0 a — 240 (WE — W) og % %y Rz % Rs = 0; 


wo @ eine imaginäre kubische Einheitswurzel bedeutet. Diese Gleichung gestattet 
schon, verschiedene Eigenschaften von Y einfach zu untersuchen. Besonders be- 
merkenswert ist die Existenz auf Y von gewissen 34020 Geraden, die vom Verf. 
als g-Geraden bezeichnet werden. Jede g-Gerade enthält 8 besondere Punkte, so 
daß durch jeden dieser Punkte neun g-Geraden hindurchgehen. Auf jeder g-Geraden 
liegen noch weitere 6 Punkte, so daß durch jeden dieser anderen Punkte 12 g-Ge- 
raden hindurchgehen. Im Laufe der Untersuchung wird die Schnittfläche von Y mit 
%= x, — 0 besonders benutzt. Bemerkenswert sind auch die Schnitte Y* von Y 
mit gewissen besonderen Hyperebenen der betrachteten Konfiguration; Y* ist eine 
Invariante einer Gruppe @* von 25920 Kollineationen; sie enthält 540 g-Geraden 
(H.F. Baker, A locus with 25920 linear self-transformations, Cambridge Tracts 
Nr. 39, 1946). E.@. Togliatti (Genova). 


Todd, J. A.: The characters of a collineation group in five dimensions. Proc. 
R. Soe., London, A 200, 320—336 (1950). 

Die hier betrachtete Gruppe ist wieder die Kollineationsgruppe @ der Ordnung 
28.36.4.7 — 6531840, die von 126 harmonischen Homologien des fünfdimensiona- 
len Raumes erzeugt wird; diese Gruppe haben Verf. und auch andere schon viel 
behandelt (s. die beiden vorsteh. besprochenen Arbeiten). Zweck dieser Arbeit ist 
die Bestimmung der Charaktere der Gruppe @. Die Ordnung der Gruppe ist so hoch, 
daß die üblichen bekannten Methoden zur Bestimmung der Charaktere sich als 
ungeeignet erweisen. Die hier benutzte Methode setzt die Einteilung von @ in 
äquivalente Klassen als bekannt voraus, benutzt dann ein System von bekannten 
Untergruppen von @, deren Charaktere linear unabhängig sind, und reduziert die 
Bestimmung der Charaktere von @ auf die Auflösung gewisser Diophantischer 
Gleichungen. Man kann nicht sagen, ob der gute Erfolg dieser Methode bloß von 
der besonderen Struktur der Gruppe @ abhängt, oder ob die Methode selbst ein 
größeres Anwendungsgebiet für beliebige Gruppen (durch ihre Matrixdarstel- 
lungen) hat. Im vorliegenden Falle zerfällt Gin 34 Klassen, die sich auf 31 Systeme von 
'konjugierten zyklischen Untergruppen reduzieren. @Genthält zunächst eine invariante 
Untergruppe @’ des Index 2, deren Kollineationen Produkte von einer paaren Anzahl 
der 126 harmonischen Homologien sind. Es ist nicht möglich, die Beschreibung 
aller 31 Untergruppen von @, die benutzt werden, hier wiederzugeben. Einige Tafeln 


. am Ende der Abhandlung enthalten die Ergebnisse der Rechnungen und liefern 


die gesuchten Charaktere. Diese Tafeln könnten jetzt für die Bestimmung anderer 
Untergruppen von @ benutzt werden, insbesondere derjenigen höherer Ordnung, die 
ein größeres geometrisches Interesse haben; als Beispiel findet Verf. alle diejenigen 
Untergruppen von @’, deren Index < 200 ist. Er findet so vier Gruppen; die zwei 
letzten, der Ordnungen 51840, 20160, sind besonders interessänt; die letzte war 
bisher noch nicht betrachtet worden. Schließlich noch einige Bemerkungen über die 
Existenz von Automorphismen in @, die nicht jede Klasse von @ in sich selbst über- 
führen. E.@. Toglattı (Genova). 


Mir 
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Sehwerdtfeger, H.: Symplectie groups and null systems. Studies Essays, pres. 
to R. Courant, 371—382 (1948). 

Unter „symplectie group“ versteht Verf. entsprechend dem neueren Sprach- 
gebrauch die Gruppe aller Projektivitäten des reellen P,,_,, die ein gegebenes 
Nullsystem in sich überführen. Die Methode ist eine konsequent angewandte 
Matrixschreibweise. Zunächst wird der geometrisch fast selbstverständliche Satz 
bewiesen, daß es zu gegebener symplektischer Gruppe Z(P) nur ein Nullsystem 
gibt, dem die schiefsymmetrische Matrix P zugeordnet ist und das durch Zin sich | 
transformiert wird. Nach einer Betrachtung über die zu Z(P) isomorphe Gruppe, 
die zu ‚P-! gehört (geometrisch ist es die Gesamtheit der Transformationen der 
Hyperebenen im P,,_,, die das Nullsystem nicht verändern) wird dann haupt- 
sächlich das System zweier Nullsysteme mit den Matrizen P und @ betrachtet. Das 
Ergebnis dieser Untersuchungen ist der Satz, daß es für n = 2 2 Klassen von Null- 
systemen Q gibt, die mit einem gegebenen P in Involution liegen. Dann wird die 
Matrix Q1P=( eingeführt und die Gruppe aller $S mit SI08= +0 be- 
trachtet. Bei ungeradem n gibt es keine Matrix s, die derart C in —C transformiert, 
wohl aber bei geradem n. Es wird am Fall n — 2 gezeigt, daß die Existenz eines 
solchen $ gleichbedeutend mit der involıtorischen Lage der zu P und Q gehörigen 
Nullsysteme ist. Burau (Hamburg). 

Kretschmer, Annemarie: Die projektiven Involutionen des n-dimensionalen 
Raumes. J. reine angew. Math., Berlin 186, 241—253 (1949). 

Die involutorischen Transformationen eines projektiven Raumes R, können 
entweder durch ihre Fixräume (Inzidenzgebilde) oder durch eine bestimmte Anzahl 
einander involutorisch entsprechender Punktepaare P,, P, festgelegt werden. Die 
Abhängigkeit der Anzahl und der Art der Fixräume von der Dimensionszahl n ist 
bekannt, die Abhängigkeit der Anzahl und der Lage der bestimmenden Punkte- 
paare P,, P, von der Zahl n wird in der vorliegenden Abhandlung untersucht. Verf. 
beschreibt nach kurzer Erwähnung der trivialen Fälle n = 1, 2, 3 die Verhältnisse 
im projektiven R, und R,, um sodann die Gesetze für beliebige projektive Räume R,, 
herzuleiten. Aus der Fülle der abgeleiteten Ergebnisse sei zu deren Illustration der 
folgende Satz herausgegriffen: Im projektiven R,,_, (k eine ganze Zahl größer 1) 
existieren stets k verschiedene Typen von Involutionen, darunter z. B. die Invo- 
lution J, deren Fixräume zwei (reelle oder konjugiert imaginäre) R, |, sind. Zur 
Bestimmung dieser Involution sind k + 1 Punktepaare P,, P3 erforderlich; k Paare 
entsprechen einander in einer Involution J’ eines R,,_,, während die Trägergerade 
des letzten Paares diesem Teilraum nicht angehört, ihn aber in einem Fixpunkt 
der Involution J’ schneidet, usw. H. Horninger (Istanbul). 

Kommerell, Karl: Mehrfach ausgeartete Desarguessche Konfigurationen. Math. 
2., Berlin 52, 472—482 (1949). 

Mit jeder Desarguesschen Konfiguration sind zehn perspektive Kollineationen 
verbunden, deren singuläre Elemente (Zentrum Z und Achse a) im allgemeinen nicht 
inzident liegen. Verf. untersucht die Ausartungsfälle, die durch Inzidenz von einem, 
zwei oder drei Elementenpaaren (Z, a) entstehen und beweist zunächst, daß mehr 
als drei Inzidenzen (Z, a) nicht möglich sind. Ferner beschäftigt er sich besonders 
mit dem interessantesten Fall dreier solcher Inzidenzen und beweist hierüber u.a.: 
Mit jedem Kegelschnitt sind ooldreifach ausgeartete Desarguessche Konfigurationen 
verbunden, deren jede auf jeder beliebigen Geraden oder Kegelschnittsebene x ein 
bestimmtes Punktetripel festlegt; alle diese Tripel sind gegenüber jeder auf x aus- 
geübten Kollineation invariant. — Schließlich werden die obigen Beziehungen nicht- 
euklidisch gedeutet und Zusammenhänge mit der Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen aufgezeigt. H. Horninger (Istanbul). 

Primrose, E. J. F.: Projeetive mutual invariants of a space eubie and a linear 
complex. Proc. Cambridge philos. Soc 46, 195—198 (1950) 
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Von.den ©0? Sehnen einer kubischen Raumkurve K gehören ool einem gegebenen 


 Linienkomplex Z an. Projiziert man diese Sehnen von einem Punkte P der Kurve K 
aus auf eine Ebene Z#, so erhält man eine Kurve 2. Klasse &’. Deren Diskriminante N 
ist unabhängig von P und E und ist eine projektive Invariante von K und Z, vom 
. dritten Grade in den Koeffizienten c,, von L. Eine zweite Invariante M ist die 
Simultaninvariante von Z und dem durch X bestimmten linearen Komplex. — 
Das Verschwinden dieser Invarianten wird geometrisch gedeutet. Unverständlich 
bleibt die Beziehung 4’?= N auf S.196. Es ist ferner leicht zu sehen, daß bei 
einem speziellen Komplex c,, die Gleichung N = 0 die Kurve X in Linienkoordi- 
naten darstellt. Weitzenböck (Overveen). 


Edge, W. L.: The Kummer quartie and the tetrahedroids based on the Maschke 
forms. Proc. Cambridge philos. Soc. 45, 519-535 (1949). 

Die übliche Gleichung einer Kummerschen Fläche erscheint als eine geeignete 
lineare Kombination folgender fünf Formen 4. Grades: + y +2? +14, xyazt, 
y2+ar, 2224 y?t2, xy? + 221%; die Untersuchung jener Fläche gewinnt 
aber viel an Symmetrie, wenn ihre Gleichung als lineare Kombination folgender 
anderer sechs Formen 4. Grades geschrieben wird: 

Der 2 22er reiht et)), 
",=A+f+ÖÄr2 46 YR+2R rap — ai 4 yiR + 2iR); 

dd, = Äit+f+ HR Ar pr — yPR+ at), 

Per Nett pri rei pr are), 
„=-2? + ++) — 24ryet; 

d,= 2" +++) + 2Uryet. 

Die sechs Gleichungen ®, —= 0 geben die sechs Flächen 6. Ordnung von Maschke 
und haben, den fünf üblichen Formen gegenüber, den Vorteil, eine vollkommene 
Symmetrie in ihren gegenseitigen geometrischen Beziehungen aufzuweisen. Es be- 
steht identisch die Gleichung /®,—= 0. Die Gleichung der Kummerschen Fläche 
nimmt dann folgende Form an: 2J,®, = 0, wo die J, sechs geeignete Konstanten 
bedeuten. Nach Wiederholung der wichtigsten Eigenschaften der Klein-Kummer- 
schen Konfiguration, betrachtet Verf. das o0* Linearsystem A mit der Gleichung 
2J,®,= 0, dessen Flächen auf die Punkte eines Raumes $, linear abgebildet 
werden können. Die Bedingüng dafür, daß eine Fläche von A Knoten- 
punkte besitzt, lautet: D= (ZIP) - I (J,+J,)?= 0. Die eigentlichen Kum- 
merschen Flächen bilden sich also im S, auf die Punkte einer Segreschen V3 mit 
10 Knotenpunkten ab (mit der Gleichung 2J} = 0); diejenigen Punkte der V3 
aber, die sich auf die 15 Ebenen der V3 verteilen, liefern besondere Kummersche 
Flächen, die sich auf Regelflächen 4. Grades reduzieren; die 10 Doppelpunkte der 
V3 bilden die 10 zweimal gezählten Quadriken der Kummerschen Konfiguration 
ab. Die Bedingungen J,;, + J,; = 0 liefern dagegen, im 8,, 15 Hyperebenen, deren 
jede drei Ebenen der V3 enthält; die Punkte einer solchen Hyperebene liefern 
Flächen 4. Ordnung, die vier Doppelpunkte in den vier Ecken eines Tetraeders der 
Konfiguration besitzen. Der letzte Teil der Untersuchung ist denjenigen besonderen 
Flächen von A gewidmet, die die Charaktere von Tetraedroiden aufweisen; die Be- 
dingung dafür lautet J,—= J,. Die höchstmögliche Anzahl von Koeffizienten J,, 
die miteinander gleich sein können, ist 4; in diesem Falle hat man Flächen, die 
sechsmal Tetraedroide sind. Es werden auch die Fälle diskutiert, in denen nur 
drei ./, einander gleich sind; und die Fälle, in denen zwei oder drei Paare jener 
Koeffizienten einander gleich sind. E.@G. Togliatti (Genova). 


Segre, Beniamino: Le rette delle superfieie eubiche nei eorpi eommutativi. 
- Boll. Un. mat. Ital., III. S. 4, 223—228 (1949). 
Verf. betrachtet hier eine Fläche F dritter Ordnung in einem beliebigen kom- 
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mutativen Körper y und diskutiert die verschiedenen Fälle, die die Konfiguration 
der auf F liegenden Geraden in einem solchen Körper bieten kann. Er beweist 
zunächst, daß die Anzahl jener Geraden die Zahl 27 nicht überschreiten kann, 

falls F keine Regelfläche ist; in einer geeigneten algebraischen Erweiterung von y 

enthält F genau 27 Geraden, deren Konfiguration wie im komplexen Gebiete stu- | 
diert werden kann. Hat F keinen mehrfachen Punkt und ist die Charakteristik | 
von y von 2 verschieden, so kann die Geradenkonfiguration von F nur 10 verschie- 
dene Fälle aufweisen. Nur vier dieser 10 Fälle sind im reellen Gebiete möglich. 
Im rationalen Gebiete sind sie dagegen alle möglich. Es folgen einige Beispiele von 
Ausnahmen, die im Falle, wo y die Charakteristik 2 hat, möglich sind. Die bekannte 
Geisersche Methode gestattet dann, die gefundenen Sätze auf die Doppeltangenten 
einer ebenen Kurve 4. Ordnung auszudehnen. E.G. Togliatti (Genova). 


Bindschedler, €.: Elementarplanimetrischer Beweis des Satzes von Brianchon 
und seine Dualisierung. Elemente Math., Basel 5, 40—42 (1950). 


Algebraische Geometrie: 


e Leischetz, $S.: L’analysis situs et la g6ometrie algebrique. Nouveau tirage. 
(Collection de Monographies sur la theorie des fonctions.) Paris: Gauthier-Villars 
1.950. VL,.154°p. 

Olejnik, 0. A.: Einige Abschätzungen der Bettischen Zahlen reeller algebra- 
ischer Flächen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 67, 425—426 (1949) [Russisch]. 

Petrovskij, I. 6. und 0. A. Olejnik: Über die Topologie der reellen algebra- 
ischen Flächen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 389—402 (1949) 
[Russisch]. 

Die erste dieser beiden Arbeiten enthält eine kurze Zusammenfassung der in 
der zweiten ausführlich bewiesenen Resultate. Es wird eine Hwyperfläche 
F(x,,...,%,) = 0 vom Grade n im affinen R,, betrachtet ohne reelle Singularitäten 
im Endlichen oder Unendlichen, und dann eine Abschätzung nach oben für die 
Eulersche Charakteristik der durch die Hyperfläche definierten Punktmenge an- 
gegeben. Das gleiche geschieht für die durch F(x,,...,%,) > 0 definierte Punkt- 
menge. Für den ersten Fall ist diese Schranke im wesentlichen (n — 1)”, im zweiten 
Fall (n— 1)”/2 bis auf gewisse Korrekturglieder, die sich aus m und n kombinatorisch 
berechnen lassen. Die Korrekturglieder unterscheiden sich auch noch nach dem 
verschiedenen Paritätsverhalten von n und m. Es werden dabei Untersuchungen 
von einem der Verfasser verallgemeinert [vgl. Petrowski, Ann. Math., Princeton, 
11. S. 39, 189—209 (1938); dies. Zbl. 18, 270]. Die Methode ist die von Morse 
eingeführte der Variationsrechnung im Großen. Es wird also die Funktion 
z=F(&%y,:..,%,) und deren kritische Punkte im wesentlichen untersucht, d.h. 
diejenigen Stellen, wo alle Ableitungen verschwinden. Der Untersuchungsweg führt 
dann über einige nur umständlich zu formulierende Hilfssätze und Kontinuitäts- 
betrachtungen zu dem gewünschten Ergebnis. Burau (Hamburg). | 


Bono, Assuanta De: Trasformazioni eremoniane reali tra piani con speciale 
riguardo a quelle di ordine < 5. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 3, 128—135 (1948). | 
Verf. untersucht die Cremonatransformationen zwischen Ebenen mit ver- | 
schiedenen Grundpunkten vom Standpunkt der Topologie der projektiven Ebene. 
Es werden alle topologisch verschiedenen Transformationen der niedrigsten Ord- 
nungen, bis zur fünften einschl., aufgestellt und untersucht. Sandro Faedo. | 
Muraechini, Luigi: Intorno ad un teorema di G@. Humbert. Boll. Un. mat. Ital. 
III. 8.4, 130-134 (1949). 
Nach einem bekannten Satze von G. Humbert [J. Math. pur. appl., Paris, IV. 
S. 1, 347—556 (1885)] hat die 2’ cotg @,, wo o, die Winkel bedeuten, unter welchen 
sich zwei algebraische ebene Kurven C*, I’® der Ordnungen n, m schneiden, einen nur 
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‘vonden unendlichfernen Punkten der beiden Kurven abhängenden Wert. B. Segre 
(dies. Zbl. 30, 175) hat diesen Satz wieder bewiesen und gefunden, daß jene Summe 
eine simultane Invariante der zyklischen Punkte und der beiden Gruppen der 
unendlichfernen Punkte der zwei gegebenen Kurven ist. Wenn 
ENTF RETTTyN, RNeoer tm 

die Formen der Grade n, m bedeuten, die, gleich Null gesetzt, die unendlichfernen 
Punkte der zwei Kurven liefern, zeigt Verf., daß die X cotg p, gleich dem Quotienten 
— 4A,/4, ist, wo 4, die Resultante R von f*, @* und AA=Q@R ist. Hier be- 
deutet 2 den Aronholdschen Operator &c, ö/öb,, wo ce, die Koeffizienten der Form 
yop*lox— xop*/öy sind. Die gesuchte Summe ist also in der Tat eine simultane 
Invariante von x + y2, ff, @*. Als Anwendung, im Falle n = 1, findet man zunächst, 
daß die Summe 2’cotgo, gleich Null ist, wenn die Gerade C auf einem Haupt- 
durchmesser von /” senkrecht steht. Es folgen noch einige andere geometrische 
Anwendungen. E.G. Togliatti (Genova). 


Tanturri, Giuseppe: Una proprietä earatteristica delle Cr di ,(r<n-1). 
Atti Sem. mat. fis. Univ., Modena 2, 170—175 (1948). 

Verf. beweist, daß die einzigen algebraischen Kurven von S,, deren Hyper- 
ebenenschnitte Punktgruppen sind, die sich in gewissen homographischen Transfor- 
mationen zwischen den schneidenden Hyperebenen entsprechen, eine Ordnung haben, 
die n + 1 nicht übersteigt. Ausgenommen der Fall von Kurven, die in Geraden 
durch denselben Punkt zerfallen sind. Zunächst wird der Satz für ebene Kurven 
bewiesen und daraus der allgemeine Satz mittels eines Induktionsschlusses. 

J.O.H.Gerretsen (Groningen). 


Tanturri, Giuseppe: I fasei di curve piane algebriche con Hessiana fissa. Atti 
Sem. mat. fis. Univ., Modena 3, 210—220 (1949). 

Es werden die Büschel ebener algebraischer Kurven bestimmt, die eine feste 
Hessesche Kurve haben. Verf. beweist, daß für diese Büschel die Hessesche Kurve 
immer reduzibel ist, und zwar eine vielfache Gerade als Bestandteil enthält; außer- 
dem findet er, daß sie im allgemeinen eine Gesamtheit von Geraden ist. Zur Her- 
leitung der Ergebnisse brauchen nur elementare Rechnungen angewendet zu werden. 

J.O. H.Gerretsen (Groningen). 


Stubban, John Olav: Sur la eourbe d’interseetion dans le cas ou elle est deg6- 
neree, entre r— 1 hypersurfaces algebriques dans Pespace & r dimensions. Acad. 
Belgique, Bull. Cl. Sci., V. S. 35, 188—190 (1949). 

Dans ces trois pages est d&montree la formule: 

(m; — m,) [E(M,—1)— 2] = 2 (m —7,) 
pour l’interseetion d&composee en deux courbes C, et C, (ordres m, et m,, genres 
st, et n,) de r— 1 hypersurfaces d’ordres M, W=1,2,...,r—1) dans l’espace 
lineaire 8, & r dimensions. — Application: le signe de m, — m, est le m&me que 
celui de x, — 7,, sauf quelques cas triviaux pour lesquels C| et ©, sont rationnelles. 
L. Lesieur (Poitiers). 

Godeaux, Lucien: Sur la construetion de surfaces non rationnelles de genre 
" z6ro. Acad. Belgique, Bull. Cl. Seci., V. 8. 35, 688—693 (1949). 

La surface d’Enriques, du 6&me odre, passant doublement par les arötes d’un 
tetra&dre, fut pendant longtemps la seule surface connue, non rationnelle, de genres 
P,=Pp,= 0. LA. a pu construire en 1931 une nouvelle surface non rationnelle de 
genres 9, =P,=0, Pz= 2, P; = 4, comme image d’une involution cyclique du 
Bieme ordre, appartenant A une surface F', röguliere, de genres p, = pP, = 4 pP) = 6. 
Dans le present travail, une nouvelle surface non rationnelle, de bigenre 3, voit 
le jour. Sa construction est obtenue, apres rappel de quelques resultats de la 
theorie des involutions eycliques sur une surface algebrique, au moyen de la surface 
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F intersection de 4 hyperquadriques dans S, d’equations: 2 

tut ty mt; b, 22 + b, x + 63% %, + d4 % U = 0; 
2+,2 +5, +45 =; 4,2 +42 +4, +, nu = 0. 

La surface F, de genres 9, =2, =, p=17, P,= 24 est invariante par une 


homographie eyclique de periode 8 dont l’image ® est la surface cherchee de genres. 
ee ee er L. Lesieur (Poitiers). 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Segre, Beniamino: Alcune proprietä caratteristiche delle varieta a eurvatura 
eostante. II. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 6, 
547—550 (1949). 

Es wird gezeigt, daß die Punkttransformationen 

OH CA 

Barth + P 

die einzigen Transformationen sind, welche die Geraden einer R’, (Koordinaten «°). 
in Kreise einer R, (Koordinaten x‘) transformieren und überdies die Ebenen der R, 
in Kugeln der R,. Stellt man nur die Forderung, daß die Geraden in R,, auf Kreise 
der R, abgebildet werden, so sind für n = 2,3 und 5 die Transformationen (1) 
noch die einzigen, aber für n=4 kommt eine Cremona-Transformation dazu. Trans- 
formationen, welche nicht vom Typus (1) sind, führen eine Ebene über in eine Verone- 
sesche Fläche. J. Haantjes (Leiden). 


Segre, Beniamino: Aleune proprietä caratteristiche delle variet& a eurvatura 
eostante. III. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fis. mat. natur., VIIT. S.6,. 
661—667 (1949). 

Es wird gezeigt, daß eine V,, welche sich derart auf eine R, abbilden läßt, 
daß die geodätischen Linien der V, mit Kreisen der R, korrespondieren, eine V,, 
konstanter Krümmung ist (vgl. die erste Arbeit dieser Reihe, dies. Zbl. 34, 250, 
wo die Umkehrung dieses Satzes bewiesen ist, und das vorsteh. Referat). 

J. Haantjes (Leiden). 


Bochner, $.: Curvature in Hermitian metrie. Bull. Amer. math. Soc. 53, 179— 
195 (1947). 

Die Arbeit gibt in wenigen Seiten eine ziemlich eingehende Behandlung der 
unitären Geometrie (X, mit hermiteschem Fundamentaltensor). Diese Geometrie 
ist vollständig verschieden von der Riemannschen. Zwei Fundamentaltensoren 
lassen sich stets ineinander transformieren, wenn sie dieselbe Krümmungsgröße 
haben (Satz 1), und haben dieselben Übertragungsparameter, wenn sie dieselben 
geodätischen Linien besitzen. Die Sätze 3—9 beziehen sich auf den Fall der Räume 
konstanter Krümmung, die hier mit Vorsicht definiert werden müssen. Normal- 
koordinaten lassen sich nicht mehr in der üblichen Weise behandeln. Der Rest 
der Arbeit bezieht sich auf Einbettungstheoreme und bringt überdies noch eine 
Anwendung auf Gruppen von Homöomorphismen. Die Arbeiten von Schouten 
[Proc. Akad. Wet. Amsterdam 32, 457—465 (1929)], Schouten und van Dantzig 
[Math. Ann., Berlin 103, 319—346 (1930); Proc. Akad. Wet. Amsterdam 34, 
1293—1314 (1931); dies. Zbl. 4, 162] sowie der Abschnitt über Hermitesche Über-- 
tragungen inJ. A. Schoutenund D. J. Struik, Einführung II, $ 21, die viele ähn- 
liche Begriffsbildungen und Resultate enthalten, sind dem Autor leider unbe- 
kannt geblieben. Schouten (Epe/Holland). 

Vranceanu, Georges: La g6ometrisation des espaces symplötiques. C.r. Acad. 
Sei., Paris 229, 336—338 (1949). 

Verf. bezeichnet einen n-dimensionalen Raum als „‚sympletique“, falls in dem- 


(1) ze 


selben ein schiefsymmetrischer Tensor b,, ausgezeichnet ist. Die mit der Mannig- 


 faltigkeit verbundene invariante bilineare Form 2 = b,,dxi 6x) kann, falls ihr 


Rang 2p ist, mittels 2p Pfaffscher Formen auf die kanonische Form 

2= [dstds?] + »-- + [ds?? 1 ds2P] . 
gebracht werden, die Ausdrücke [ds?*—1ds2#] bedeuten dabei äußere Produkte. Die 
Pfaffschen Formen sind bestimmt bis auf Transformationen der von Verf. al, 
sympletique bezeichneten Gruppe 


Rh Rh, k  2a-1 2 29-1 2 
de — ds, ga ee, 
lfürk=2s— 1,l=2s(s <p) 
RUE ieele 
0 sonst. 


Die geometrischen Eigenschaften des Raumes werden durch die Invarianten dieser 
Gruppe bestimmt sein. Falls diese Gruppe ein oder mehrere Systeme von Pfaff- 
schen Formen invariant läßt, wird sie als separabel bezeichnet. In diesem Falle 
läßt sich auf Grund eines von Verf.in seinen Lecons de geometrie differentielle 
(Bucarest 1947, p. 147) angegebenen Satzes in der Mannigfaltigkeit ein affiner Zu- 
sammenhang einführen, der die Bildung von Invarianten ohne Einführung para- 
metrischer Größen gestattet. Verf. bezeichnet dann den Raum als geometrisier-. 
bar. Es werden die Fälle n=2p und n = 2p + 1 untersucht und gezeigt, daß. 
dann der Raum im allgemeinen geometrisierbar ist. O. Varga. 

Lee, Hwa-Chung: On skew-metrie spaces and funetion groups. Amer. J. Math. 
69, 790—800 (1947). 

Als m-dimensionalen Raum mit schiefsymmetrischer Metrik bezeichnet Verf. 
einen solchen Raum, in dem ein schiefsymmetrischer kovarianter oder kontravarianter 
Tensor zweiter Stufe ausgezeichnet ist. Nachdem Verf.in zwei vorangehenden 
Arbeiten [A kind of even-dimensional differential geometry and its application to 
exterior caleulus, Amer. J. Math. 65, 433—436 (1943);.On even dimensional skew 
metric spaces and their groups of transformations, ibid. 67, 321—328 (1945)] den 
Fall eines kovarianten Tensors bei geradem m untersucht hat, wird in vorliegender 
Arbeit der L®, d.h.der Raum mit kovariantem Tensor a*? behandelt. Die erste 
prinzipielle Frage ist die, ob es für den L” ein kanonisches Koordinatensystem gibt, 
für welches die a*® konstante Werte haben. Diese Frage wird in bejahender Weise 
für die ebenen L” beantwortet, die dadurch gekennzeichnet sind, daß der Krüm- 

cafr ca’ * BB 


DRS: a Br 
mungstensor k*P7 = a* ——- + afe —- + a’® —— identisch verschwindet. Ge- 
0x8 0x8 0%° 


nauer wird folgendes bewiesen: ist der Rang von a“ gleich 2n, dann kann bei geeig- 
neter Numerierung der Koordinaten erreicht werden, daß 
al? as4 oe a2n—-12n — 1, a2l a43 re VER —I Zr 


und die übrigen a?’ —= 0 sind. Daraus ergibt sich sofort, daß zwei ebene L® dann 
und nur dann äquivalent sind, fallsdie zugehörigen metrischen Tensoren den gleichen 
Rang besitzen. Wird durch (f,g) = = Bi 

0x 0% 
Klammer definiert, so schließt sich hier die Liesche Theorie der Funktionengruppen 


a*® die verallgemeinerte Poissonsche 


. zwangsläufig an. Sind Y (A=1,...,r) r Funktionen derart, daß die b’* — (y*, y*) 


als Funktionen der * dargestellt werden können, so bestimmen sie die Basis einer 
Funktionengruppe. Die b’* bestimmen im r-dimensionalen Raum der y* einen L7, 
der für einen ebenen L” selbst eben ist. Indem der Rang der 5b?" wieder in den Vor- 
dergrund gestellt wird, ergibt sich unmittelbar die Existenz der Reziprokengruppe 
(bei Lie Polargruppe) zu einer gegebenen Gruppe, sowie die als Zentrum (manchmal 
als maximal involutorisch) bezeichnete Untergruppe samt der Ordnung dieser 
Gruppe. (Bemerkung des Ref.: Der Gedanke, die Theorie der Funktionengruppen 
ausgehend von einem schiefsymmetrischen kontravarianten Tensor aufzubauen, ist 
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nicht neu. Ein solcher Aufbau wird von Carath&odory in seinem Buch: Variations- i 

rechnung, Leipzig-Berlin 1935; dies. Zbl. 11, 356, gegeben. Die Herleitung der 

Theorie ist aber dort dadurch, daß nicht der Rang der a*® in den Vordergrund 

gestellt wird, eine andere, und sie ist weniger übersichtlich als die hier gegebene.) 
O. Varga (Debrecen). 

e Debever, Robert: Sur une elasse d’espaces ä connexion euelidienne. These. 

Bruxelles: M. Hayez 1947. 96 8. 

Nachdem E. Cartan als erster eine Geometrie gründete auf den Inhalt des 
Flächenelementes,haben Kawaguchi und Hokari m-dimensionale Flächenelemente _ 
betrachtet und hat Davies [J. London math. Soc. 20, 163—171 (1945)] den Fall 
m = 2 eingehend behandelt. Die ersten 17 Abschnitte der vorliegenden Dissertation 
beziehen sich auf den Fall m=2, n= 4. Ist der Inhalt als Funktion des Ortes 
und homogene Funktion erster Ordnung der Bivektorkomponenten des Elementes 
gegeben, so ist klar, daß diese Funktion nur insofern interessant ist, als sie sich auf 
einfache Bivektoren bezieht (unter bivecteur versteht der Verf. stets einen ein- 
fachen Bivektor und biplan heißt bei ihm E,, nicht Doppel-E,). Daraus ergibt 
sich die Möglichkeit, die Funktion so abzuändern, daß sich der Inhalt anschreiben 
läßt als Überschiebung eines einfachen Bivektors mit dem Bivektor des Elementes. 
Setzt man die Funktion Null, so kann es sein, daß die Nullbivektoren alle einfach 
sind und einen Kegel tangieren. Nur dieser spezielle Fall wird hier berücksichtigt, 
und es wird gezeigt, daß sich dann eine Metrik für Linienelemente festlegen läßt, 
die in jedem Punkte von der Wahl eines Flächenelementes (element de support) 
abhängt. Es ist dies eine Folge des allgemeinen Satzes, daß ein Affinor der Valenz 
zwei bis auf einen skalaren Faktor festgelegt wird durch den zugeordneten m-Vektor- 
Affinor, m Sn—1 (vgl. z. B. Schouten, Ricci-Kalkül, Berlin 1924, S. 36). 
Ausgehend von der in dieser Weise erhaltenen Hyperfinslerschen Metrik, läßt sich 
in der üblichen Weise eine Übertragung festlegen, wobei natürlich die Forderung 
der Symmetrie eine Rolle spielt. Im dritten Kapitel wird die Frage erörtert, 
wann sich zwei Räume mit Flächenmetrik aufeinander abbilden lassen. In den 
zwei letzten Abschnitten wird m allgemein genommen. Diese Abschnitte geben 
eine kurze und klare Übersicht über die erörterten Fragen und sollen von einem 
sachverständigen Leser zuerst gelesen werden. Die Arbeit berührt sich in vielen 
Punkten mit der Arbeit von Davies. Schouten (Epe/Holland). 

Yen, Chih-Ta: Sur les systömes de varietes & k dimensions et la eonnexion pro- 
jeetive normale associee. C. r. Acad. Sci., Paris 228, 1844-1846 (1949). 

Es handelt sich um die Geometrie von Systemen von X, in einer X,. In einer 
früheren Arbeit (dies. Zbl. 34, 249) wurde untersucht, wann die X, eine projektive 
Konnexion für Elemente der Dimension k eindeutig bestimmen. In dieser Arbeit 
wird eine Identität für den dazugehörigen Krümmungsaffinor angegeben und daraus 
einige Theoreme abgeleitet. Es wird z. B. die notwendige und hinreichende Bedin- 
gung angegeben dafür, daß das System der X, mit dem System aller linearen X, 
in einem gewöhnlichen projektiven Raum P, gleichwertig sei. J. Haantjes. 

Su, Buchin: Deseriptive collineations in spaces of K-spreads. Trans. Amer. 
math. Soc. 61, 495—507 (1947). 

oh X, sei ein System von oo("—R)(K+1) X, gegeben (system of paths bei Veblen 
für K = 1, system of K-spreads bei Douglas für K>1), sodaß K+1 allgemeine 
Punkte immer auf einer der Xx liegen. Die Differentialgleichungen lauten 
On? gi ; On 
IR he BP) = 0; Pa 2a 
Man betrachte nun infinitesimale Punkttransformationen zi — xi + vidt, die die 
Xx vertauschen. Für K=1 nannte Knebelman [Amer. J. Math. 51, 526—564 
(1929)] solche Transformationen affine Kollineationen, wenn sie den Parameter affin 
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 transformieren, und projektive im anderen Falle. Davies [J: London math. Soc. 18, 
 100—107 (1943)] untersuchte den affinen Fall für X > 1, und in der vorliegenden 
' Arbeit werden für K >1 allgemeine Transformationen der Parameter zugelassen. 
Die Kollineationen heißen dann deskriptiv. Wie üblich, wird zunächst eine deskrip- 
tive Übertragung VER gewonnen und eine zugehörige Krümmungsgröße. Sodann 
wird wie bei Davies die Liesche Ableitung hinzugezogen, und es zeigt sich dann, 
daß auch hier die deskriptive Kollineation charakterisiert ist durch das Verschwinden 
der Lieschen Ableitung DIR, von IN. Die Bianchische Identität kann verall- 
L 


gemeinert werden, und es kann bewiesen werden, daß die Lieschen Ableitungen des 
deskriptiven Krümmungsaffinors sowie seiner sämtlichen Ableitungen verschwinden 
und daß dasselbe gilt für die kovarianten Ableitungen sämtlicher Ableitungen der 
IT}; nachdenp.. Alle diese Gleichungen zusammen bilden die Integrabilitätsbedin- 
gungen von DIT; —0. Anschließend folgen noch Erörterungen über deskriptiv 


ebene Xx-Mannigfaltigkeiten in E, und Gruppen von deskriptiven Kollineationen. 
Schouten (Epe/Holland). 


Haimoviei, M. Mendel: La g&eometrie des familles de transformations de variables 

dependant de parametres. Disqu. math phys., Bucuresti 6, 81—128 (1948). 
E.Cartan und J. A. Schouten haben bekanntlich gezeigt, daß es in der 
Gruppenmannigfaltigkeit einer endlichen Lieschen Gruppe zwei affine Übertra- 
gungen ohne Krümmung gibt und eine ohne Torsion. Verf. betrachtet nun Familien 
von Transformationen in n Variablen, die von N Parametern abhängen, aber keine 
Gruppen zu sein brauchen. Es gelingt ihm mit Hilfe einer Anzahl invarianter Be- 
dingungen, in der Mannigfaltigkeit einer solchen Familieeine affine Übertragung 
vollständig fest zu legen. Falls die Familie eine Gruppe ist, führt diese Über- 
tragung auf eine der Cartan-Schoutenschen krümmungsfreien Übertragungen zurück. 

Schouten (Epe/Holland). 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde: 


Haupt, Otto: Über die kombinatorische Mindestordnung signierter Permuta- 
tionen. J. reine angew. Math., Berlin 186, 221—229 (1949). 


Eine signierte Permutation P=6,05:::0, bedeutet das Ergebnis zweier 


Operationen, ausgeübt auf die Elemente 1,2,...,n; nämlich erstens der gewöhn- 
ER 

liehen Permutation P= 6 > = ) und zweitens der Signierung, d.h. der Multi- 
02:0, } 

plikation von o, mit +1 oder —1; es ist also o =+o, v=1,2,...,n. — In 


einer früheren Arbeit (Denk-Haupt, dies. Zbl. 30, 76) wurde die kombinato- 
rische Mindestordnung (kMO) der signierten Permutationen auf Grund einer Geo- 
“ metrie dieser Permutationen definiert. Dort wurde auch das Verfahren angegeben, 
mit dessen Hilfe die kMO einer vorgegebenen signierten Permutation nach endlich 
vielen Versuchen gefunden werden kann. In dieser Geometrie der Permutationen 
werden die Permutationen P eindeutig durch sogenannte Sehnengeflechte &(P) 
. repräsentiert. Ein Sehnengeflecht läßt sich in einer sogenannten Büschelfolge dar- 
stellen. Die Anzahl der Büschel in dieser Folge wurde die Länge von P oder von 
&(P) genannt. — In der gegenwärtigen Arbeit wird die kMO einer vorgegebenen 
signierten Permutation vermittelst einfacher Eigenschaften der Sehnengeflechte be- 
stimmt. Diese Zahl kMO ist gleich n + L, wenn L die Länge der signierten. Per- 
mutation ist. — Es zeigt sich, daß die Klassifikation der signierten Permutationen, 
zu denen die Bestimmung einer unteren Schranke für die linearen Ordnungswerte 
singulärer Punkte auf Bogen im R, führt, auch vom kombinatorischen Gesichts- 
“ punkt aus naturgemäß ist. @y. Sz.-Nagy (Szeged). 
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math. Soc. 55, 812—819 (1949). ? 

Verf. behandelb das von Menger [Math. Ann., Berlin 100, 75—163 (1928)] 
gestellte Konvexifizierungsproblem; Teilresultate bezügliche dieses Problems wurden 
früher von Kuratowski und Whyburn [Fundam. Math., Warszawa 16, 305—331 


(1930)], Harrold [Amer. J. Math. 61 210—216 (1939); dies. Zbl. 20, 76] erzielt. 


Die Metrik D(x, y) eines Raumes wird konvex genannt, wenn man für alle ©, y 
ein z so bestimmen kann, daß D(x,z) = D(z, y) = 3D(z, y) ist. Wenn M,. M; 
(M, © M, = 0) mit den konvexen Metriken D,, D, kompakte Kontinuen sind, kann 
man für M, v M, eine konvexe Metrik D, einführen, die auf M, mit D, zusammen- 
fällt. Mit Hilfe dieses und ähnlicher Metrisationssätze beweist Verf., daß ein n-di- 
mensionaler (zusammenhängender) kompakter metrischer Raum dann und nur dann 
eine konvexe Metrik besitzt, wenn er im kleinen zusammenhängend ist. Neuer- 
dings haben Verf. [Bull. Amer. Math. Soc. 55, 1101—1110 (1949)] und Moise [eben- 
da, 1111—1121] vollständigere Resultate gewonnen. Färy (Paris). 


Horn, Alfred: Some generalizations of Helly’s theorem on eonvex sets. Bull. 
Amer. math. Soc. 55, 923—929 (1949). 

Hat eine Familie F von (nicht leeren) beschränkten konvexen Punktmengen 
im n-dimensionalen euklidischen Raum die Eigenschaft, daß für eine feste ganze 
Zahl kmit 1L<k <n- 1 je k Mengen aus F einen Punkt gemein haben, so geht 
durch jede (n— k)-dimensionale Hyperebene eine (n— k + 1)-dimensionale Hyper- 
ebene, welche jede Menge aus F trifft. (k=n-+-1 gibt den Hellyschen Satz.) Zum 
Beweis werden analoge Sätze für „konvexe‘“ Teilmengen auf p-dimensionalen eukli- 
dischen Sphären entwickelt. Aumann (Würzburg). 


Pogorelov, A. V.: Eindeutige Bestimmtheit konvexer Flächen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 62, 27—29 (1948) [Russisch ]. 

Wenn zwei konvexe, zweimal stetig differenzierbare Flächen isometrisch sind, 
sind sie auch kongruent [W. Süß, S.-B. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. IT. 
30/32, 686—695 (1931); dies. Zbl. 3, 328; und Math. Ann., Berlin 108, 143—148 
(1933); dies. Zbl. 6, 176; J. Favard, Bull. Acad. Belgique, V. S. 19, 65—75 (1933); 
dies. Zbl. 7, 359]. Zweck der vorliegenden Arbeit ist, diesen Satz im Ideenkreis von 
A. Aleksandrov auf nicht differenzierbare Flächen zu verallgemeinern. Verf. be- 
trachtet offene Gebiete F auf dem Rande eines konvexen Körpers im dreidimensiona- 
len euklidischen Raume. Die grundlegende Hypothese (die die Differenzierbarkeit 
ersetzt) ist die folgende: Das Verhältnis des sphärischen Exzesses eines beliebigen 
Dreiecks von F zum Flächeninhalt des Dreiecks ist gleichmäßig beschränkt. Verf. 
beweist den erwähnten Eindeutigkeitssatz in folgenden Fällen: 1. F ist geschlossen; 
2. F ist kompakt und ist durch eine endliche Anzahl von Kurven berandet, deren 
jede eine Gesamtkrümmung 27 hat; 3. F ist eine konvexe Kappe; 4. die Anzahl 


der Randkurven ist endlich, jede hat eine Gesamtkrümmung 27, und es gilt . 


(227 — o(R))I(R)>0, wenn R>, wo w(R) = die Gesamtkrümmung eines 
geodätischen Kreises, I(R) — Minimum der Länge der Kurven ist, die den geodäti- 
schen Kreis vom Radius R umfassen. Verf. skizziert die Beweise, in denen tief- 
‚liegende Resultate von Aleksandrov verwendet werden. Fary (Paris). 
Fejes Töth, L.: On the densest packing of spherieal caps. Amer. math. Monthly 
56, 330—331 (1949). 
Sind auf der Einheitskugeloberfläche n(> 2) Punkte beliebig verteilt, so gibt 
es stets zwei Punkte, deren sphärische Distanz A die Bedingung 
cg?o—1 n mn 
A <<arc cos (FI), en 
erfüllt. Für n = 3,4, 6,12 läßt sich die Schranke nicht mehr verbessern. Für 
dieses Theorem, das Verf. bereits im Jahre 1943 (vgl. dies. Zbl. 28, 76) bewiesen hat, 
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Bing, R. H.: A convex metrie for a locally eonneeted continuum. Bull. Amer. a 
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wird ein neuer Beweis gebracht, der sich auf einen geeigneten Hilfssatz über den 
sphärischen Umkreisradius eines sphärischen Dreiecks bezieht. — Sind in der 
Einheitskugeloberfläche n(> 2) kongruente Kugelkalotten, die nicht übereinander- 
greifen, eingelagert, so ergibt sich für die Einlagerungsdichte die Abschätzung 
wen 1 V3r 
| el 

wobei F = nf den totalen Flächeninhalt der Kalotten bezeichnet. H. Hadwiger. 

Fejes Töth, Laszlö: Über dichteste Kreislagerung und dünnste Kreisüberdeckung. 
Comment. math. Helvetici 23, 342—349 (1949). 

Verf. beweist: Es sei 7’ ein ebenes konvexes Gebiet vom Flächeninhalt F. 
Sind in 7’ wenigstens zwei kongruente Kreise der Flächensumme s eingelagert, so 
gilt (la) s< V3r F/6; ist T durch wenigstens zwei kongruente Kreise der Flächen- 
summe S überdeckt, so gilt (2a) S> 2/3” F/9. Eine einfache Schlußfolgerung 
ist folgende: Ist ein konvexer Nichtkreis 7’ einerseits durch A Einheitskreise über- 

' deckt und sind andererseits in 7’ a Einheitskreise eingelagert, so gilt A/a > 4/3. 
Die beiden sich dual gegenüberstehenden Aussagen (la) und (2a) gestatten es, in 
einfacher Weise auf Lagerungsdichte d und Überdeckungsdichte D der dichtesten 
Lagerung und der dünnsten Überdeckung der Ebene durch kongruente Kreise bei 
regelloser Anordnung zu schließen. Diese extremalen Dichten D und d sind die 
Koeffizienten von Fin (1a) und (2a); diese sind bereits früher durch L. Fejes-Töth, 
R. Kershner u.a. bestimmt worden. — Ein zweiter Teil bringt eine Ergänzung 
für den sphärischen Fall. Sind in der Kugeloberfläche 7’ n kongruente Kugel- 
kalotten eingelagert, so gilt für n >3 analog (lb) s <$n(1— }cosecw)F; ist 
andererseits 7 durch n kongruente Kugelkalotten überdeckt, so gilt für n >3 
(2b) S>%#n (1—4y3 ctg o) F; hierbei ist ®=#nn/(n—2). Verf. kann die 
beiden letzten Aussagen als Sonderfälle eines einzigen noch allgemeineren Satzes 
darstellen. H. Hadwiger (Bern). 


Topologie: 


Anderson, R. D.: Concerning upper semi-continuous colleetions of eontinua. 
Trans. Amer. math. Soc. 67, 451—460 (1949). 

In Verfeinerung des Ergebnisses von Hurewiez [Fundam.Math., Warszawa 15, 
57—60 (1930)] und Mazurkiewicz [C. r. 1" Congr. Math. Pays slaves, Warszawa 
1929, 66—67 (1930)], wonach jedes Kompaktum (topologisch äquivalent) darstellbar 
ist als Zerlegungsraum einer oberhalb stetigen Zerlegung eines eindimensionalen 
Kontinuums im dreidimensionalen euklidischen Raum E,, beweist Verf., daß jede 
kompakte stetige Kurve darstellbar ist als oberhalb stetige Zerlegung einer ein- 
dimensionalen stetigen Kurve im E,. Dasselbe gilt für vollständig separable, metri- 


sche, lokal kompakte stetige Kurven. Aumann (Würzburg). 
Bing, R. H.: Solution of a problem of R. L. Wilder. Amer. J. Math. 70, 95— 
98 (1948). 


Wilder hat bewiesen [Amer. J. Math. 53, 39—55 (1931)], daß eine im kleinen 
zusammenhängende Menge M, welche Summe zweier Mengen ist, die irreduzibel 
* zwischen den Punkten A und B zusammenhängend sind und deren Durchschnitt 
nur aus A und B besteht, eine einfach geschlossene Kurve ist, falls M ein Kontinuum 
ist. An einem Beispiel wird hier gezeigt, daß ohne die letztere Bedingung der Satz 
nicht gilt. Die Punkte eines Quadrates Q werden dazu aufgeteilt in Punktmengen, 
die in @ dicht sind, nur zwei diametrale Eckpunkte A und B gemein haben, und von 
denen jede zwischen A und Birreduzibel zusammenhängend ist. Der Wohlordnungs- 
satz wird beim Beweis wesentlich benutzt. Künneth (Erlangen). 
Jones, F. Burton: Concerning non-aposyndetie eontinua. Amer. J. Math. %0, 
403—413 (1948). 


Die „halb im Kleinen zusammenhängenden Kontinuen“ (semi-locally-connected 
continua) von Whyburn [Amer. J. Math. 61, 733—749 (1939); dies. Zbl. 21, 359] 
liegen zwischen den stetigen Kurven und den unzerlegbaren Kontinuen. Verf. be- 
ginnt die Untersuchung von Kontinuen, die zwischen diesen beiden letzten Kategorien 
liegen. Als Klassifizierungsprinzip dienen die Eigenschaften, die 1. schwache Zer- 
legungspunkte, 2. aposyndetische Punkte betreffen. Einfachheitshalber sprechen 
wir im folgenden ausschließlich von einem kompakten Kontinuum M. Der Punkt p 
ist schwach zerlegend, wenn x, y vorhanden sind, so daß jedes x + y enthaltende 
Teilkontinuum von ‚M durch p geht. Man nennt M aposyndetisch (aposyndetic) in & 
bezüglich y, wenn es ein Teilkontinuum H und eine (relativ M) offene Menge U gibt, 
fürde M—yDHDUDe (wenn dabei yC M— x beliebig ist, nennt man M 
aposyndetisch in x). Die nicht aposyndetischen Punkte von M bilden eine F,- 
Menge. M ist dann und nur dann zerlegbar, wenn es ein x gibt, das aposyndetisch 
bezüglich eines y ist. Ein total aposyndetisches Kontinuum enthält wenigstens 
einen schwachen Zerlegungspunkt. (Verf. konstruiert ein solches M mit nur 
einem schwachen Zerlegungspunkt.) Wenn M in keinem Punkte „halb im Kleinen 
zusammenhängend“ ist, liegen die schwachen Zerlegungspunkte überall dicht. Wenn 
kein schwacher Zerlegungspunkt vorhanden ist, bilden die Punkte, wo M gleich- 
zeitig aposyndetisch und „halb im Kleinen zusammenhängend“ ist, eine @5-Menge. 

Fary (Paris). 
Hirseh, Guy: Sur le troisitme groupe d’homotopie des polyedres simplement 
eonnexes. ©. r. Acad. Seci., Paris 228, 1920—1922 (1949). 
Soit M un polyedre simplement connexe dont le 2° groupe d’homologie H, 


(entiere) est sans torsion; on peut construire, sur M comme base, un espace fibre M, 
dont la fibre est un produit de cercles (tous homologues ä& 0 dans M), et tel que 
H,(M)=0. M etant egalement simplement connexe, le theoreme d’Hurewicz 


permet d’affirmer que le 3° groupe d’homotopie 7,(M) est isomorphe & H,(M), et 
73 (M) est isomorphe & r,(M) a cause de l’asphericite de la fibre. D’apres la theorie 
des espaces fibres, l’application fibree M — M induit une application de H,(M ) 
sur 4(M) [resultat d&montre anterieurement par Hopf, Comment. math. Helvetici 
17, 307—326 (1945)]; le noyau de cette application peut ötre determine & partir de 
la strueture multiplicative (cup-product) de la 2-cohomologie Z?(M); on peut m&me 
donner une condition necessaire et suffisante pour que l’extension z,(M) — HA, (M) 
soit triviale. Cas particulier: M de dimension 3, p,, pP, 2° et 3° nombres de Betti 
de M, alorsa,(M) est ungroupelibrederang $p,(p, + 1) + P3. ‘Ce dernier resultat 
peut etre egalement obtenu (dans des conditions plus gen6rales) par la theorie de 
J.H.C. Whitehead [Comment. math. Helvetiei 22, 48—92 (1949)]; il semble 
bien que la methode de I!’A., en depit de son ing&niosite, soit de portee plus restreinte, 
et se prete moins & la generalisation. Thom (Strasbourg). 


Wu, Tsün-Wen: Classes caraeteristiques et i-earrös d’une variete. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 230, 508—511 (1950). 

La formule Sq! A = Y* Wi [etablie par le Ref., C.r. Acad. Sci., Paris 230, 
507—508 (1950)] qui determine les classes de Stiefel-Whitney de la structure 
fibree tangente d’une variete differentiable compacte, peut aisement s’explieiter: 
le cocycle diagonal A s’exprime en fonction des el&ments d’une base de la cohomo- 
logie mod. 2; la formule [d&montree par H.Cartan, C. r. Acad. Sci., Paris 230, 
425—427 (1950)] Su uv — I Sq'u v Seo conduit, par un caleul simple 


; 

d’identification, & l’expression explieite des classes Wi: soit UP les elasses (appelees 

par I’A. classes canoniques) definies par SgP Z=UP )Z pour toute classe Z de 

dim.n— p. Alors on a: Wi = 5 Sg-k Uk, Par extension, on peut prendre ces 
k 
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‚ expressions comme definition des classes caracteristiques pour un espace topologique - 
- quelconque satisfaisant au theoreme de dualit& de Poincar6-Veblen. Ces formules 


permettent de retrouver tous les r&sultats anterieurement &nonces par Whitney 
(Michigan Lectures in Topology 1941, 101—141) et de les completer sur bien des 
points: W* = 0 pour nimpar; W=W’uW’' pur n=3,... les classes W* 
pour 2?> n sont determinees par les classes W’ pour 0<2j5 <n; W3— ( dans 
une M? orientable, avec exemple d’une M5 orientable pour laquelle W3 + 0; deter- 
mination des classes duales W etc. Le probleme de la determination des classes 
caracteristiques (mod. 2) de l’espace fibr& des vecteurs tangents d’une variete diffe- 
rentiable compacte semble ainsi definitivement resolu. Thom (Strasbourg). 


Pontrjagin, L. S.: Homotopie-Klassifikation der Abbildungen der (n + 2)- 
dimensionalen Sphäre in die n-dimensionale. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 70, 
957—959 (1950) [Russisch]. 

Verf. beschäftigte sich bereits in einer früheren Note (dies. Zbl. 19, 238) mit 
der (n + 2)-ten Homotopiegruppe ”*?(S”) der n-Sphäre 8”. Diese Arbeit enthielt 
jedoch einen Fehler, der ein falsches Resultat verursachte. In der vorliegenden 
Arbeit wird nun bewiesen, daß n"+?(S”) für n >2 zyklisch von der Ordnung zwei 
ist. Zum Beweis wird eine neue Invariante /’der Abbildungsklassen von S”+? in 8” 
eingeführt, die für die Nullklasse gleich Null ist, und eine Abbildung mit /'=#0 
konstruiert. Da nach Freudenthal (dies. Zbl. 18, 177) die Ordnung von n"+?($”) 
höchstens gleich zwei ist, so ist sie also genau gleich zwei. — Die Beweismethoden 
sind die gleichen wie in der früheren Arbeit. Der Fehler in der letzteren wird genau 
angegeben. Burger (Frankfurt a. M.). 


Morse, Marston: L-S-homotopy elasses on the topologieal image of a projeetive 
plane. Bull. Amer. math. Soc. 55, 981—1003 (1949). 

L’A. demontre ici explicitement les resultats enonces & la fin d’un precedent 
article: L. S. homotopy classes of locally simples curves, Ann. Soc. Polonaise Math, 
21, 236—256 (1948). Les classes de L. S. (localement simple) homotopie du plan 
projectif sont au nombre de 4: k() et k(%, homotopes & 0, sont les projections des 
classes /'Ü) et I'@) de la sphere S?; les classes non homotopes & 0, kU) et k®) sont 


 definies & Paide d’un nouvel invariant numerique d(f, E) pris modulo 4; les courbes 


simples (modele droite projective) sont de classe k(). La methode repose essentielle- 
ment sur une generalisation de l’,,homotopy covering theorem‘“ aux classes de 
L. S.-homotopie (Lemme 4.3) et sur des theoremes de deformation: la definition 
de l’invariant d(f, E) necessite en effet l’emploi de g&eod6siques brisees comme appro- 
ximation. Entre la theorie de l’homotopie de Hurewicz et la theorie — ä peine 
&ebauchee — de l’isotopie, il semble qu’il y ait place pour une theorie intermediaire, 
oü les applications seraient localement des homsomorphismes dans l’espace- 
image; pour les applications du type cercle > surface, cette theorie peut £tre 
desormais consideree comme achevee. Thom (Strasbourg). 


Seifert, H.: On the homology invariants of knots. Quart. J. Math. (Oxford 


II. S.) 1, 23—32 (1950). 
Im Euklidischen R® sei k ein Knoten, V eine abgeschlossene Torusumgebung 


. von k mit dem Randtorus 7. Im Innern von V liege ein Knoten /; er ist inV homolog 


einem Vielfachen n k von k; dabei können die Orientierungen so gewählt werden, 
daß n >0 ist. V* sei ein unverknoteter Volltorus in R? mit dem Rand 7*. Man 


bilde V topologisch auf V* ab, so daß dabei die im Innern und die im Äußern von T 
' berandenden Kurven von T in die entsprechenden Kurven von 7* übergehen; 


dabei geht lin einen Knoten /* in V* über. Verf. beweist die folgenden beiden Sätze: 
1. Wenn n = 0 ist, so sind die Homologieinvarianten von / und /* dieselben. (Bei- 


. spiele für Knoten mit n = 0 sind die von Verf. untersuchten Schlingknoten, vgl. 


dies. Zbl. 33, 137.) 2. Zwischen den L-Polynomen A,(x), A, (x), A,(x) von 1, 1*, k 
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besteht die Gleichung A,(®) = Ay (&) Ag(«”). [Für n = 0 folgt sie aus Satz 1, für 


Schlauchknoten vgl. W. Burau, Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 9, 125—133 
(1932); dies. Zbl. 6, 34.] Pannwitz (Berlin). 


Klassische theoretische Physik. 
Mechanik: 
Nardini, Renato: Su un sistema dissipativo ad n gradi di libertä. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 7, 224—227 (1950). 
Considerato un sistema olonomo a n gradi di libertä, le cui coordinate Lagran- | 
giane 91,49% -::,q„, soddisfano alle equazioni: 
d/eT\ art or U 
dt (2%) e, 0, 4, 
dove Te F (energia einetica e funzione di dissipazione) sono forme quadratiche | 


r=1,2,...,n) 


SR u 
‘omogenee delle g’, mentre &: U = — 30% (f) >) q;- PA. dimostra che ogni 9, e 9 
= 


sono sempre limitate se &(t) non & decresente, oppure se w’/w supera, in ogni istante, | 
la piü grande radice dell’equazione in o ottenuta eguagliando a zero il discriminante | 
della forma quadratica T +oF. Graffi (Bologna). 

Grammel, R.: Zur Bereehnung der Poinsotbewegung. Ingenieur-Arch. 18, 
53—59 (1950). 

So klar das Bild der Poinsotbewegung den räumlichen Ablauf der Bewegung 
eines starren Körpers um seinen Schwerpunkt wiedergibt, so ist der zeitliche Verlauf 
damit keineswegs veranschaulicht. Deshalb erstrebt Verf. für die Eulerschen 
Winkel @, die ‚„Eigendrehung“, und y, die ‚„Präzessionsdrehung“, wenigstens eine 
angenäherte Darstellung durch eine Fouriersche Reihe. Er geht aus von der bekann- 
ten Darstellung von tg durch Thetaquotienten, von deren bekannter Entwicklung 
er das erste Glied stehen läßt. Die Näherung ist für kleine Werte des Moduls sehr 
befriedigend, auch für größere noch annehmbar. Eine Tabelle erweist dies. Von 
diesem Ausgangspunkt läuft dann die Untersuchung sinngemäß weiter. Auch für |] 
den dritten Eulerschen Winkel wird eine entsprechende Entwicklung angegeben, 
der Gültigkeitsbereich abgeschätzt. Hamel (Landshut). 


Manaecorda, Tristano: Sul moto di un solido asimmetrico attorno ad un punto 
fisso. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 6, 711— 714 
(1949). Ä 

Considerato un solido con un punto fisso O e di baricentro @, soggetto a forze 
con momento nullo rispetto alla retta O@, !’A. ricava la seguente condizione necessaria 
e sufficiente affinche sia nullo, rispetto alla stessa retta, anche il momento della 
quantitä di moto :O@deve essere ortogonale ad una delle sezioni circolari dell’ellissoide 
ceircolare reciproco di inerzia. Tale risultato viene ottenuto dalla considerazione 
dell’antipolo A dell’asse istantaneo a rispetto a un’ellisse omotetica alla sezione 
dell’ellissoide centrale con il piano passante per G e a, antipolo che risulta giacente 
sulla retta O@ e fisso rispetto al corpo. L’A. dimostra poi che se il solido viene 
fissato in A il nuovo antipolo coincide con O, e infine scrive le equazioni del moto 
di A che, nel caso di un solido pesante, coincidono con quelle del pendolo sferico. 

Graffi (Bologna). 

Agostinelli, Cataldo: Sul moto di un corpo rigido pesante asimmetrico col bari- 
centro appartenente all’asse di uno dei piani eieliei delPellissoide d’inerzia. Atti 
Sem. mat. fis. Univ., Modena 3, 248—260 (1949). 

L’A. considera un corpo rigido, pesante, asimmetrico, fissato in O, con il bari- 
centro @ sull’asse di uno dei piani ciclici dell’ellissoide d’inerzia relativo a O. Posto 
un sistema di assi Oxyz, l’asse z coincidente con OG, l’asse y con un asse principale 


BE ws 
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ur, i y x ‘ 3 ; aur ‚ F $ ; 
di inerzia e dette 9, q, r le componenti del vettore velocitä angolare su questi assi, _ 


_ dimostra anzitutto che le soluzioni delle equazioni del moto in cui q? ed r? sono 
polinomi di una opportuna combinazione lineare di p e r si riducono alle soluzioni 


‘ del Grioli (questo Zbl. 31, 38; 33, 309). Studia poi le soluzioni dell’equazione 
| del moto in cui ?, 9, r, e coseni direttori della verticale rispetto a O0 xyz sono 


funzioni uniformi meromorfe (con sole singolaritä polari nell’origine), del tempo e 
trova che una di esse rappresenta una rotazione intorno all’asse Oy orizzontale e 


| fisso nello spazio. Graffi (Bologna). 


Gran Olsson, R.: Remarks on the motion of anchor chains. Quart. appl. Math. %, 
465—470 (1950). 

In dem Buch von S. Timoshenko und D.H. Young (Advanced dynamics) 
wird die Bewegung einer Ankerkette mit einem befestigten Ende auf geneigter 
glatter Ebene behandelt. Dabei ist die Bewegungsgleichung in solcher Form gegeben, 


| daß man daraus nur die Beziehung zwischen Weg und Geschwindigkeit erhalten 


kann. — Verf. untersucht das Problem weiter und gibt mit Hilfe der Weierstraßschen 
Theorie der elliptischen Funktionen sehr einfache Beziehungen zwischen der Zeit 


‘ und den kinematischen Größen (Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung) sowie den 
4 kinetischen Größen (Moment, kinetische und potentielle Energie) der Bewegung 


an«’ Dizioglu (Istanbul). 

Pugsley, A. @.: On the natural frequences of suspension chains. Quart. J. 
Mech. appl. Math., Oxford 2, 412—418 (1949). 

Verf. gibt ohne Benutzung der Theorie der kleinen Schwingungen direkte Aus- 
drücke für die ersten drei Eigenfrequenzen einer Hängekette mit konstanter Masse 
pro Längeneinheit an. — Zuerst werden Versuche zur Bestimmung der Einflüsse 
verschiedener Größen auf die Eigenfrequenzen durchgeführt. Diese sind dann mit 
Hilfe der Dimensionstheorie zusammengefaßt. Die Frequenzen werden mittels der 


‘ Fortpflanzung transversaler Wellen längs der Kette angenähert berechnet und mit _ 


der Routhschen Lösung für Zykloidal-Ketten verglichen. Zum Schluß werden 
halb-empirische Formeln für die ersten drei Eigenfrequenzen angegeben und mit 
Versuchsergebnissen verglichen. Dizioglu (Istanbul). 

Solodovnikov, V. V.: Kriterien für das Nichtauftreten von Überregelungen 
und Kriterien für Monotonie. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 62, 599—602 
(1948) [Russisch ]. 

Zu den Einschwingvorgängen (ft) (t > 0) linearer Systeme mit z(0)=0< 
x(00)< oo läßt sich oft verhältnismäßig leicht die Fourier-Transformierte aus der 
Differentialgleichung bestimmen. Die Mühe der Umkehrung kann man sich nun er- 


, sparen, wenn es nur auf die Fragen der Nichtüberregelung &(t) < x(©0) und der Mono-. 


tonie dz/dt > 0 ankommt. Dafür zeigt Verf. auf Grund einer früheren Arbeit (dies. 
Zbl. 34, 405) als notwendige und hinreichende Bedingung, daß die Kosinus-Transfor- 


 mierte von x2(00)— x(t), bzw.die Sinus-Transformierte von x(f), positiv-definit 


sein muß. Zur vorläufigen Ausscheidung ungeeigneter Systeme weist er auf bekannte 
Bedingungen hin [Mathias, Math. Z. 16, 103—125 (1923); R. Boas and M. Kac, 
Duke math. J. 12, 189—206 (1945)], die zwar nur notwendig, aber einfacher 


‚ anzuwenden sind. Bödewadt (Brunoy). 


Rubbert, F. K.: Direkte Integration des Zweikörperproblems. II. Astron. Nachr. 


277, 112—114 (1949). 
Zu Teil I vgl. dies. Zbl. 33, 219. — Um die Zeitabhängigkeit der Zentralentfer- 


nung beim Zweikörperproblem zu untersuchen, führt Verf. eine Transformation der 


Energiegleichung durch und gelangt so zu dem Satze: Der Cosinus der wahren 
Anomalie ist eine hyperelliptische Funktion der Zeit vom Geschlechte 2. Im Falle 


, kleiner Exzentrizität kann die transformierte Gleichung rekurrent integriert werden. 
Die Ergebnisse werden auch für beliebige Zentralkräfte übertragen. E. Egervary. 
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Rubbert, F. K.: Zur Integration des Zweikörperproblems. Astron. Nachr. 278 
105—114 (1950). A 
° Wird in der Energiegleichung des Zweikörperproblems im Falle ‚elliptischer 
Bewegung y=a/r (a = gr. Halbachse, r — Zentralabstand) als abhängige und 
die mittlere Anomalie 7 — nt als unabhängige Veränderliche eingeführt, so ergibt 
sich dy 
er 
Der Ansatz y=(l-—ecosu)t führt auf dyldr—= (1—ecosu)!, also 
t=u-—esinu. Die Umkehrfunktion % = kep (r,e) wird als selbständige Funk- 
tion eingeführt und ihre Eigenschaften — welche manche Analogien mit den ellip- 
tischen Funktionen aufweisen — eingehend untersucht. Auch für die hyperbolische 
und parabolische Bewegung werden die entsprechenden Funktionen diskutiert. 
E. Egerväry (Budapest). 

Mihailovi@, Dobrivoje: Sur les direetions des mouvements instantanes relatifs 
dans le probleme d’entre-ehoe de trois eorps de Ja m6canique e6leste. Vesnik Drustva 
Mat. Fis. Srbije 1, 11—15 und russische und franz. Zusammenfassg. 16 (1949) 
[Serbisch]. 

On considere dans cet article, en se basant sur les recherches de Sundman- 
Block, la relation qui existe entre le probleme d’entre-choc de trois corps de la 
Mecanique celeste et un probleme special des trois corps, qu’a formule M.Milanko- 
vitchetotila signal& une propriete nouvelle du mouvement. — En vertu duresultat, 
que les constantes d’integration vectorielles dans les integrales du moment de la 
quantite s’annulent dans l’un et l’autre probleme, on montre que la proposition de 
Milankovitch, äsavoir que les directions instantanes des mouvements relatifs se 
coupent en un point, s’elargit et retient sa valeur, dans le probleme d’entre-choc 
de trois corps. Autoreferat. 

Musen, Peter: Zur Reduktion des Dreikörperproblems. Z. Naturforsch. 3a, 

.360—363 (1948). 
In der Arbeit wird eine kanonische Transformation des Dreikörperproblems 


uch 


) Fy—2pP + (1—e)y—= 0 (e— Exzentrizität). 


auf ein System 8-ter Ordnung durchgeführt mit Benutzung der zugehörigen Pfaff- 


schen Differentialform. Bezeichnet man mit m,,r,, v,;, = m,f, die Massen, die Orts- 


2? 7? 


vektoren und die Impulse der drei Körper, mit HZ die Hamiltonsche Funktion, so 
lautet der entsprechende Pfaffsche Ausdruck ®=_ B3 v‚dr,— Hdi mit n=3. 
Mit Hilfe der Schwerpunktsätze wird n auf 2 ER Die Flächensätze erlauben 
die Gliederzahl von >> v,dr, auf 4 herabzudrücken, wodurch die gewünschte Re- 


1 
duktion erreicht ist. In der Rechnung treten Ausdrücke auf, welche mit den klassi- 
schen Ergebnissen von Jacobi, Poincare, Radau eng verwandt sind. 
2 E. Egervary (Budapest). 
Elastizität. Plastizität: 


Seth, B. R.: Bending of an elliptie plate with a eonfocal hole. Quart. J. Mech. 


appl. Math., Oxford 2, 177—181 (1949). 

Der Druck auf die Platte ist konstant. Die elliptischen Koordinaten sind durch 
2 + yi=cboj{£E+ ni gegeben. Anden Rändern &=xund& = ß sind w= 0 
und w/ö& = 0. Die Differentialgleichung AAw= p/D hat das Integral 


ci 
WM en {Cof 4E + cos4n} + A, + BE + A, [Sin 2 (E—- B)— Sin 2ß cos 2} 
+ 4, {Sin 2 (E— 0) — Sin 2% cos 2n} + AgE& {Cof 2E + cos art 
+ 4, Cof 2 {[E— B}cos 27 + A, Coj 2 {E— a} cos 2n 
+ 4, {&vj (2E— a — B) cos An + Cof (AE— x — B) cos 2n} 
+ A, Coj {4E — 2% — 2P} cos An 
+ Ag {&of (68 — 3% — 3P) cos 47 + Cof (AE— 3x — 3P) cos 67. 
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Wenn in den Randbedingungen die Summanden ohne 7 und die Koeffizienten 

‘von cos 2] gleich 0 gesetzt werden, entstehen 8 Gleichungen für A, Bo 41,4, 43. 
und A,. Die Koeffizienten von cos 4n ergeben 2 Gleichungen mit A,, A, und Ag. 
Anm. d. Ref.: In der 2. Gl. (12) muß —4 durch + 4 ersetzt werden. Wenn die letzten 
beiden Gl. (11) subtrahiert werden, entsteht 

| Dr Sin {3ß — ot — Sin{3a — P} 

ee Sin 2{x — B} , 

Dieser Gleichung widerspricht Gleichung (13.1). Konrad Ludwig (Hannover). 

Greenberg, H. J. and W. Prager: Direet determination of bending and twisting 

moments in thin elastie plates. Amer. J. Math. %0, 749—763 (1948). 
| Die vorliegende Arbeit bringt eine Anwendung der von W. Prager und J.L. 
Synge (dies. Zbl. 29, 235) vor kurzem entwickelten interessanten Methode zur Her- 
stellung von Näherungslösungen für Randwertprobleme der Elastizitätstheorie, nach 
der ein Spannungszustand in einem Körper von gegebener Gestalt als Punkt in 
‚einem Funktionenraum gedeutet und der Begriff der Verformungsenergie zur Ent- 
wicklung einer Metrik benutzt wird. Die Verff. wenden diese Methode nun auf die 
Biegung dünner elastischer (längs eines Teiles der Berandung fest eingespannter, 
längs des übrigen Teiles einfach unterstützter) Platten an und entwickeln so eine 
neuartige Näherungsmethode zur direkten Bestimmung von Biege- und Verdrehungs- 
morflenten. Der Gang der Rechnung wurde dabei den modernen automatischen 
Rechenausrüstungen besonders gut angepaßt. An dem Beispiel einer gleichförmig 
belasteten, entlang ihrer Kanten eingespannten quadratischen Platte wird die Be- 

rechnung der Biegemomente tatsächlich vorgeführt. Die letzte Iteration liefert eine 
| Übereinstimmung mit den von Nädai angegebenen Werten bis auf 5%, Genauigkeit. 

Garten (Tübingen). 

Diaz, J. B. and A. Weinstein: The torsional rigidity and variational methods. 
Amer. J. Math. 70, 107—116 (1948). 

Auf Grund des Kelvinschen Theorems einerseits, sowie der Schwartzschen Un- 
 gleichung und des Greenschen Satzes andererseits, stellt Verf. zunächst für das 
Dirichletsche Integral (hier Flächenintegral über das Quadrat des Gradienten einer 
harmonischen Funktion ®, welche der Querschnittsverwölbung eines tordierten 
prismatischen Stabes entspricht) obere und untere Grenzen auf, wobei eine Nähe- 
rungsspannungsfunktion, welche die Randbedingungen, jedoch nicht die Differential- 
gleichung erfüllt, zum Vergleich herangezogen wird. Für die Torsionssteifigkeit, die 
sich bei geeigneter Normierung als Differenz des polaren Trägheitsmomentes des 
Stabquerschnittes und des Dirichletschen Integrals darstellen läßt, können mithin, 
da beide Integrale positiv definit sind, obere und untere Grenzen angegeben werden. 
Verf. empfiehlt das Verfahren insbesondere für mehrfach zusammenhängende Quer- 
schnittsformen und gibt als Beispiel Näherungswerte für die Torsionssteifigkeit 
eines Kastenträgers an. H. Neuber (Dresden). 

"Neal, B. 6.: The lateral instability of yielded mild steel beams of reetangular 
eross-seetion. Philos. Trans. R. Soc., London, A 242, 197—242 (1950). 

Im Anschluß an Arbeiten von Hencky, von Mises, Prandtl, Reuss sowie 
Federhofer zeigt Verf. für biegebeanspruchte Stahlstäbe, daß bei plastischer Bie- 
gung um eine Hauptachse die sog. sekundäre Biegesteifigkeit (Widerstand gegenüber 
'einem zusätzlichen Biegemoment um die andere Hauptachse, wie es in praktischen 
Fällen leicht durch Ungenauigkeiten des Lastangriffes bedingt sein kann) eine 
wesentliche Abminderung erfährt (‚seitliche Instabilität‘‘); jedoch erfolgt nicht eine 
Abminderung der Torsionssteifigkeit. Der Nachweis der zweiten Aussage wird 
allerdings nur näherungsweise geführt. Für den Fall der Biegebeanspruchung durch 
reine Endmomente wird das Stabilitätskriterium ausgewertet und durch sorgfältig 
durchgeführte Versuche bestätigt. Für Biegung durch Einzellast wird ein numerisches 
“Näherungsverfahren angegeben. H. Neuber (Dresden). 

g* 
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Colonnetti, 6.: Elastie equilibrium in the presence of permanent set. Quart. 
appl: Math. 7, 353—362 (1950). TE 
Vom Standpunkt der klassischen Elastizitätstheorie her werden statisch unbe- 
stimmte Bauwerke gewöhnlich als besonders empfindlich gegenüber hohen Bean- 
spruchungen und den damit verbundenen nicht-elastischen Verformungen ange- 
sehen. Diese Empfindlichkeit galt meist als Nachteil und sogar als Gefahr, da zur 
Berechnung der nicht-elastischen Verformungen noch keine Rechenverfahren in der 
technischen Praxis gebräuchlich waren und sich diese mithin einer Abschätzung ent- 
zogen. Verf. weist in seiner allgemein gehaltenen Abhandlung darauf hin, daß die 
erforderlichen Rechenverfahren heute bereits vorliegen, und erörtert eine Anwendung 
des Prinzips der virtuellen Verrückungen, welche die Gültigkeit des Minimal- 
prinzips der Gesamtarbeit der Spannungen auch für gemischt-elastisch-plastische 
Verformungen erkennen läßt. Als besonders wichtige Anwendung wird auf die Berech- 
nung der Spannungenin Bauteilen bei wiederholter hoher Belastung, sowie bei geeig- | 
neter Überlagerung von Vorspannungen hingewiesen; der zweite Fall hat bei Eisen- 


u 


Se 
et 


betonträgern große praktische Bedeutung erlangt. H. Neuber (Dresden). ' M 
Reiner, M.: Elastieity beyond the elastie limit. Amer. J. Math. 70, 433—446 | ]ı 
(1948). 


Abweichend vom üblichen Gebrauch wird hier mit ‚„Deformation“ die Gestalt: 
änderung im Ganzen bezeichnet, mit „Verzerrung‘‘ (strain) nur deren nach. der 
Totalentlastung zurückgehender Anteil. Deformation und Verzerrung sind bei über- 
elastischer Beanspruchung im allgemeinen nicht nur bezüglich der Größe, sondern 
auch bezüglich der Hauptachsenrichtungen verschieden. Die Untersuchung bezieht 
sich auf den Zusammenhang zwischen Spannungen und reversiblen Verzerrungen 
bei überelastischer Beanspruchung eines isotropen Stoffes. Spannungstensor 13 
und Verzerrungstensor & sind koaxial; beide sind gemischte Tensoren zweiter Stufe. 
Aus dem allgemeinen Ansatz pi — 1(&) bzw. & = get ) gewinnt Verf.in Ana- 
logie zu einem früher bei zähen Stoffen angewandten Verfahren [Amer. J. Math. 
67, 35 (1945)] mit Hilfe der Cayley-Hamiltonschen Gleichung der Matrizentheorie 
eine Normalform für f bzw. g, die willkürliche Funktionen der drei Invarianten von 
& bzw. ph enthält; die Funktionen der drei Invarianten von & heißen verallgemeinerte 
Elastizitätsmoduln, die Funktionen der Invarianten von AH verallgemeinerte | 
Elastizitätskoeffizienten. Ihre physikalische Bedeutung läßt sich erst nach Fest- ! 
legung des Verzerrungsmaßes (Definition der &) erkennen. Von vornherein ist | 
dafür jede Funktion der Hauptachsen des Verzerrungsellipsoids brauchbar, die bei | 
infinitesimalen Verzerrungen in die gewöhnlichen Hauptdehnungen übergeht. Am | 
Beispiel der Belastung durch ‚reinen Schub wird das Verformungsgesetz erläutert | 
und für die verschiedenen Verzerrungsmaße von Kirchhoff,Murnaghan,Hencky || 
durchgerechnet. Im Falle endlicher elastischer Formänderungen ergibt sich dabei in 
dem Ausdruck für die Hauptspannungen ein Zusatzglied, das in der üblichen end- | 
lichen Theorie nicht auftritt und die Unabhängigkeit des Verformungsgesetzes vom | 
Verzerrungsmaß sichert. Unter Spezialisierung auf das Henckysche Verzerrungsmaß | 
für Belastungsfälle mit nicht drehenden Hauptachsen werden dann Versuche be- | 
schrieben, die zur Festlegung der in das Verformungsgesetz eingehenden willkür- 
kürlichen Funktionen der Invarianten dienen können, z. B. hydrostatischer Druck 
und reiner Schub. R. Moufang (Frankfurt a. M.). 

Southwell, R. V.: On the computation of strain and displacement in a prism 
plastically strained by torsion. Quart. J. Mech. appl. Math., Oxford 2, 385397 
(1949). 

Der Spannungszustand in tordierten prismatischen Stäben bei teilweiser 
Plastizierung wird nach der auf Prandtl [Z. angew. Math. Mech. 3, 442 (1923)] 
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zurückgehenden Methode berechnet, wobei auch der zugehörige Verformungsvorgang 
nach der Theorie von vonMises, Henceky und Reuss [Z. angew. Math. Mech. 10, 
266 (1930)] näher untersucht wird. Verf. weist insbesondere auf die Anwendbarkeit 
‚des Differenzenverfahrens auch beim Übergang zu plastischen Gebieten hin und gibt 
‚als Beispiel die numerische Lösung für ein Kastenprofil bei zwei verschiedenen Be- 
| lastungsstufen an. Die Verlagerung der Linien konstanter Verwölbung, die Ver- 
‚ größerung der plastizierten Gebiete und die Veränderung der Spannungsverteilung 
‚bei zunehmender Last sind aus den angegebenen Diagrammen deutlich erkennbar. 
H. Neuber (Dresden). 
Mettler, E.: Allgemeine Theorie der Stabilität erzwungener Schwingungen 
| elastischer Körper. Ingenieur-Arch. 17, 418—449 (1949). 
‚  . Diein seiner ersten Mitteilung (dies. Zbl. 31, 87) angeschnittene Problemgruppe 
‚, der Stabilität elastischer Körper bei pulsierenden äußeren Kräften wird vom Verf. 
| in vorliegender Mitteilung einer allgemeinen rechnerischen Lösungsmethode zugäng- 
‚lich gemacht. Hierbei wird eine Lagrangesche Funktion verwendet, welche gleich 
‚ der Differenz der kinetischen Energie (formuliert aus den zeitlichen Ableitungen der 
Zusatzverschiebungen) und der Deformationsenergie gesetzt wird, wobei diese aus 
einem durch die Zusatzverschiebungen allein bedingten — wie in der klassischen 
| Elastizitätstheorie berechneten — Anteil und einem Zusatzglied besteht. Letzteres 
entspricht der Arbeit der mit dem Grundbewegungszustand durch das Hookesche 
Gesetz verknüpften Spannungen an den Zusatzdeformationen; innerhalb des zuge- 
hörigen Integrals konnten die in den Ableitungen der Zusatzverschiebungen linearen 
) Terme von vornherein weggelassen werden, da die ihnen entsprechende Arbeit der 
| Spannungen innerhalb der linearen Elastizitätstheorie mit einer gemäß dem Prinzip 
‘ der virtuellen Verrückungen formulierten Gleichgewichtsaussage übereinstimmt und 
‘ daher Null liefert. Das Zusatzglied der Deformationsenergie enthält daher nur 
Terme höherer Ordnung. Nach Durchführung einer Transformation auf Haupt- 
oder Normalkoordinaten und Aufstellung der Lagrangeschen Gleichungen zweiter 
Art werden die gewonnenen gekoppelten linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit periodischen Koeffizienten diskutiert, wobei Verf. aus der Existenz 
‘ von partikulären Lösungen, welche hinsichtlich der Schwingungsform, nicht aber 
‘ der absoluten Größe der Ausschläge periodischen Charakter zeigen, ein Stabilitäts- 
kriterium herleitet. Für die zugehörigen Funktionen wird der Ansatz 
Vet 20) =8,. Ve). = 52. .»,n) 
“ verwendet. Danach ist die Bewegung nur dann stabil, wenn S,—=1 ist, dagegen 
\instabil, wenn S, irgendeinen reellen oder komplexen, von Eins verschiedenen Wert 
‘ annimmt. Bei Verwendung von aus den Differentialgleichungen bekannten Koeffi- 
' zienten b,, gilt für die Bestimmung von 8, die Determinante 
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| Die Bewegung ist daher stabil für alle reellen |z,|< 1, dagegen für reelle |2,| > 1 
‘ sowie für alle komplexen z, instabil. H. Neuber (Dresden). 


Woodson, Joseph B.: The dynamie response of a simple elastie system to anti- 
| symmetrie foreing functions eharaeteristie of airplanes in unsymmetrie landing 
!impaect. J. appl. Mech., New York 16, 310—316 (1949). 

Verf. untersucht das dynamische Verhalten eines Schwingungssystems mit 
"einem Freiheitsgrad ohne Dämpfung bei Erregung durch Störungen, welche mit 
| unsymmetrisch wirkenden äußeren Kräften in Zusammenhang stehen. Den Anlaß 
\.gab die beim Landen von Flugzeugen auftretende Schwingungserscheinung, welche 
sich durch alle Teile des Flugzeuges überträgt und insbesondere erhebliche Flügel- 
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schwingungen hervorruft. Entsprechend der Zweipunktlandung werden zwei von- 
einander unabhängige Stoßkräfte in Betracht gezogen und die bei ihrer teilweisen 
Überlagerung möglichen Fälle erörtert; u. a. behandelt Verf. die bei Überlagerung 
zweier Halbsinuswellen bei verschiedenen Werten der Phasendifferenz entstehenden 
Stoßkraftkurven. Die Ergebnisse sind in Weg-Zeit-Diagrammen dargestellt. 

H. Neuber (Dresden). 
Hydrodynamik: 

_Pignedoli, Antonio: Sul moto di rotazione di una massa liquida omogenea nel 
campo gravitazionale di piü centri lontani. Atti Sem. mat. fis. Univ., Modena 1, 
5977 (1947). 

Es werden die Bewegungsgleichungen für die Teilchen eines rotierenden ellip- 
soidischen homogenen Flüssigkeitskörpers aufgestellt, der der Anziehung endlich 
vieler, in der Äquatorialebene des Körpers sich bewegender Massen unterworfen ist. 
Das Ziel ist vor allem, die Schwankungen der Winkelgeschwindigkeit der der luni- 
solaren Attraktion unterworfenen Erde zu erklären. — Unter der Annahme, daß 
„Sonne“ und ‚Mond‘ weit entfernt sind und langsam um die ‚Erde‘ rotieren, 
werden die Gleichungen vereinfacht; im Falle einer nahezu kugelförmigen Flüssig- | 
keitsmasse lassen sich Näherungsformeln für die Schwankungen der Winkelgesch win- 
digkeit angeben. Maruhn (Dresden). 


Manarini, Mario: Sui paradossi di D’Alembert e di Brillouin nella dinamiea 
dei fluidi. Boll. Un. mat. Ital., III. 8. 4, 352-353 (1949). 
Schiffer, M. and G. Szegö: Virtual mass and polarization. Trans. Amer. math. 
Soc. 67, 130205 (1949). 
Wird in eine den ganzen Raum erfüllende, in gleichförmiger Parallelströmung be- 
findliche, reibungsfreie, inkompressible Flüssigkeit konstanter Dichte ein fester 
Körper T (Volumen V, Oberfläche b) getaucht und ist ® das Geschwindigkeits- 
potential der so entstehenden Zusatzströmung, so ist (bis auf einen Faktor) 


WM . |grad ®|? dr ihre kinetische Energie; sie heißt die virtuelle Masse in Richtung 
T 


des Einheitsvektors h der Strömung. Ist andererseits ein homogenes, unendliches || 
elektrisches Feld gegeben, dessen Richtung durch den gleichen Einheitsvektor defi- 

niert ist, und wird in dieses ein fester Konduktor 7 eingeführt, so kann die hierdurch 
hervorgerufene Störung des Feldes erzeugt gedacht werden durch ein überlagertes 


Feld mit dem elektrischen Potential Y. Seine kinetische Energie P = " |grad P|? dr 
7 


heißt Polarisation in der Richtung h. W und P sind quadratische Formen der 
Komponenten h,h,h;vonh:W= 3 W,.hi» P= 3 Puhh,; die 
i,k=1,2,3 i,k=1,2,3 
Ausdrücke W„=4 (WW, + Wa + Wa) bzw. P„=4(Pı + P535a + Pas) heißen 
mittlere virtuelle Masse bzw. mittlere Polarisation und sind unabhängig vom Koor- | 
Wa W5| W3; W;, an | Wii Wi 
| War Wa" | Ws Wu | * | Wi, We 
und ||W,,.|| ,k=1,2,3) und die entsprechenden Ausdrücke im Falle der Pola- 
risation. Die Potentiale ® und Y verhalten sich im Unendlichen wie Dipole; die |] 
Koeffizienten D bzw. E der Hauptglieder in den Dipolentwicklungen lassen sich | 
ebenfalls als quadratische Formen in A}, h,, hy darstellen. — In der vorliegenden Ar- 
beit werden nun eine Reihe Beziehungen der erwähnten Invarianten und der anderen 
betrachteten Größen bewiesen, die allein von den Daten des Körpers abhängen. 
Solche sind: Ungleichungen zwischen den W,, P,„ und V (z.B. 2, W, 20 
die Monotonieeigenschaft W+- V <W’ + Y' (bzw. P+V sP'’+YV'), falls der 
Körper T in 7” enthalten ist, Ausdrücke für die Änderung 6D bzw. öE von D 
bzw. E, falls die Oberfläche 5b einer kleinen Deformation unterworfen wird, und 
schließlich explizite Ausdrücke für W,, (vgl. Szegö, dies. Zbl. 33, 316) und P,„ 


dinatensystem. Weitere Invarianten sind: 
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für Körper 7 in der Nachbarschaft einer Kugel. Instruktive Beispiele für W und P 


bilden Ellipsoid, Linsen- und Ringkörper, zwei Kugeln und (nur für Polarisation) 
der Spindelkörper. Maruhn (Dresden). 
Coombs, A.: Notes on the forces acting on a two-dimensional aerofoil in shear 
flow in the presence of a plane boundary. Proc. Cambridge philos. Soc. 45, 612—620 
(1949). 
Verf. gibt zunächst ein funktionentheoretisches Verfahren zur Berechnung der 
Strömung um ein beliebiges Profil, wenn die Geschwindigkeit der (unbegrenzten) 
Grundströmung parallel zur x-Achse gerichtet und eine lineare Funktion von y ist. 


_ Bei Vorhandensein einer ebenen Wand im (nicht zu kleinen) Abstand 5 vom Profil 


läßt sich eine von Green (dies. Zbl. 29, 87) für die gleichförmige Strömung ent- 
wickelte Methode übertragen, bei der sich der Auftrieb in Form einer Potenzreihe 
nach //b ergibt (1 = Profillänge). Für das Streckenprofil werden die ersten 5 Koeffi- 
zienten explizit angegeben. Schließlich wird der Grenzfall eines mit der Hinterkante 
den Boden berührenden Streckenprofils mit Hilfe einer Schwarz-Christoffelschen 
_ Abbildung behandelt. Für das Streckenprofil werden einige Zahlenergebnisse in 
Schaubildern mitgeteilt. Weissinger (Hamburg). 

Tuyl, A. van: On the axially symmetrie flow around a new family of half-bodies. 
Quärt. appl. Math. 7, 399—409 (1950). 

Im Anschluß an eine Arbeit von Weinstein (dies. Zbl. 29, 174), in der man mit 
Hilfe von Quellverteilungen auf Kreisscheiben Strömungen um stumpfnasige halb- 
unendliche Körper betrachtet, werden die dort hergeleiteten Formeln für die nume- 
rische Rechnung zurechtgemacht und generelle Kurvenbilder zur Bestimmung der 
„Nasen“ eines Profils angegeben. Ferner werden im Hinblick auf Kavitationssicher- 
heit Kurven gebracht, die die Stellen größter Geschwindigkeit auf der Oberfläche 
des Körpers zu bestimmen gestatten. - Maruhn (Dresden). 

Havelock, T. H.: The resistance of a submerged eylinder in accelerated motion. 
Quart. J. Mech. appl. Math., Oxford 2, 419—427 (1949). 

Ausgehend von seiner vorangehenden Arbeit (dies. Zbl. 34, 320), behandelt 
Verf. das folgende Problem: Es soll der Widerstand, der bei einer gleichmäßig be- 
schleunigten Bewegung eines von freier Oberfläche aus bis zu konstanter Tiefe 
unter Wasser eingetauchten Kreiszylinders entsteht, bestimmt werden. Dabei 
wird die Bewegung vom Ruhezustand aus erfolgen. — Der Widerstand wird als Summe 
zweier Teilwiderstände betrachtet. Der erste Teil R, entspricht dem Wellenwider- 
stand bei gleichmäßiger Geschwindigkeit und der zweite Teil R, einem Widerstand, 
der einen effektiven Trägheitskoeffizienten ergibt. Es ergibt sich bei einer Näherung 
zweiter Ordnung: 


40 4 s ° pl 
R=— a -Be{iP- Ph  B= —nodc+ 2no Rei Pf}, 
wobei 
1 a2 t oo 
PD; u er +igl2aty (vdr [| Lr ul ei. de, 
ö Ö 
va: 1 { ya / f 
ze 1/2 6 2) L* zöl2 e-2rf. dx 
PB; a5 Fi 59 N El 
und 
L* BR eier 2 22 ET) Pin eier —P)j2+ Rdn} 


ist. Hierin bedeuten Pf, P} die zu P,, P, konjugiert komplexen Werte, e=yt 
die Geschwindigkeit, a den Zylinderdurchmesser, f die Eintauchtiefe des Zylinders. 
Nach Durchführung der Integration und weiterer Überlegung ergeben sich die Aus- 


R, = 128g oa?kß? (a?/f?) fi Arte” dv, BR,=noa®:yp 
ö 


m De 32Eß26) (a2), db= | (-3 + 16ßr?)»? Be®Pr do. 
> | { 


Hierin sind = ei Bi IT und A, B nur von der Beschleunigung abhängige 
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Ausdrücke. — Zum Schluß werden für y/g = 0,1418 und y/g = 1,276 bei afr= 0,8 
R, und R, berechnet und graphisch dargestellt; es wird darauf hingewiesen, daß 
der Fall gleichmäßig beschleunigter Bewegung mit Anfangsgeschwindigkeit ähn- 
lich berechnet werden kann. Dizioglu (Istanbul). | 

Ursell, F.: On the heaving motion of a eireular eylinder on the surface of a Huid. 
Quart. J. Mech. appl. Math., Oxford 2, 218—231 (1949). RT 

Verf. behandelt die kleinen Vertikalschwingungen eines schwimmenden Kreis- 
zylinders, der in horizontaler Lage soweit eintaucht, daß bei statischem Gleichge- 
wicht seine Achse in der Flüssigkeitsoberfläche liegt. Mit Hilfe eines Ansatzes für 
die Stromfunktion, der bereits die Bedingung der freien Flüssigkeitsoberfläche (außer- 
halb des Zylinders) erfüllt und aus einer unendlichen Reihe mit 1/r?” abklingender 
Funktionen sowie einer in Integraldarstellung angegebenen Quellfunktion besteht, 
beschreitet Verf.zur Bestimmung der auftretenden unendlich vielen Konstanten 
den Weg der sukzessiven Approximation. Das Ergebnis läßt sich zur Errechnung 
einer Ersatzmasse des Zylinders verwerten, welche den von der Flüssigkeitsträgheit 
herrührenden Anteil mit enthält. H. Neuber (Dresden). 

Ursell, F.: On the waves due to the rolling of a ship. Quart. J. Mech. appl. 
Math., Oxford 1, 246—252 (1948). 

Die durch die Rollbewegung eines Schiffes (Schwingung um die Längsachse) 
hervorgerufenen Wellenbewegungen werden unter Zugrundelegung eines verein- 
fachten Modellbildes berechnet. Hierbei wird zur Vereinfachung das Schiff als | 
unendlich lang und unendlich schmal angenommen, d.h. durch eine dünne starre 
Platte ersetzt, die um eine horizontale Achse Schwingungen kleiner Amplitude aus- 
führt. Die Lösung der Laplaceschen Gleichung für dieses ebene Problem wird unter 
Berücksichtigung der Randbedingungen als Integralgleichung dargestellt. Für 
große Entfernung kann daraus eine explizite Formel für die Wellenamplitude an- 
gegeben werden, die auf die Wellendämpfung der Rollbewegung eines Schiffes ange- 
wandt wird. Wuest (Göttingen). 

Howarth, L.: Rayleigh’s problem for a semi-infinite plate. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 46, 127—140 (1950). 

Für eine „halbunendliche‘“ Platte (Halbebene), die aus der Ruhe heraus in 
eine gleichförmige Bewegung parallel zu ihrem Rand versetzt wird, lassen sich die 
Navier-Stokesschen Gleichungen streng lösen. Die Lösung wird einerseits in Polar- 
koordinaten als unendliche Reihe, andererseits in parabolischen Koordinaten mittels 
Operatorenrechnung in Integralform gewonnen. Die Reihe konvergiert gut in der 
Nähe des Plattenrandes, das Integral eignet sich für die numerische Rechnung im 
übrigen Strömungsgebiet. — Rayleigh [Philos. Mag., VI. S. 21, 697— 711 (1911)]- 
ersetzte in seiner Lösung derselben Aufgabe für die unendliche Platte die Zeit durch 
den (durch die Anströmgeschwindigkeit dividierten) Abstand von der Vorderkante 
und erhielt so qualitative Aussagen über die stationäre Grenzschichtströmung einer 
Platte (Halbebene). Dasselbe wird jetzt möglich für eine Platte mit Seitenrand 
(Viertelebene), und allgemeiner für eine rechteckige Platte. — Zahlenwerte für die 
Wandreibung und den Strömungsverlauf in der Nähe des Seitenrandes werden mit- 
geteilt. Weissinger (Hamburg). 

Legendre, Robert: Solution plus complete du problöme de Blasius. (Eeoulement 
laminaire le long d’un plan minee.) ©. r. Acad. Sei., Paris 228, 2008-2010 (1949). 

Verf. ersetzt die Gleichung für die ebene stationäre Strömung einer reibenden 


Flüssigkeit durch die Gleichung (1) 8F5; + (F5—-F5?— 0, (F= P-+iy); dabei 


I 


2 Re 
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ist »» die Stromfunktion (w-+ iv = — Aivys), und »2p wird mittels 


plo + V?/2 =»? Ap + const. erklärt (v die kinematische Zähigkeit). @, y sind 
reelle Funktionen von z=x-+iy und 2= «—iy. Durch die (auf die Strömun 


' längs der Platte zugeschnittene) Transformation z= LR?= L(n-+iE£)? (L be- 


liebige Länge) geht (1) über in (2) SR FR — SFr ei R(F5— FR) = 0. Der Lö. 
sungsansatz F = — B3 (ni)? g„(E) liefert rekurrente Differentialgleichungen für 
n=0 


die g,(£), deren erste die Gleichung von Blasius ist. Konvergenzbetrachtungen 
werden nicht gebracht. - Maruhn (Dresden). 


Roy, Maurice: Couche-limite laminaire sur P’helicoide en viration uniforme, 
C. r. Acad. Sci., Paris 228, 1994—1996 (1949). 

Für eine gleichförmig rotierende Schraubenfläche werden die Grenzschicht- 
gleichungen aufgestellt und qualitativ diskutiert, wobei sich — anders als bei der 
ebenen Platte — die Möglichkeit von Ablösungserscheinungen ergibt. Weissinger. 

Lees, Lester: Stability of the laminar boundary layer in a compressible fluid, 
Proc. Symposia appl. Math., Nr. 1, (Brown Univ. 2.—4. 8. 1947. Nonlinear problems 
in mechanics of continua.) 74—80 (1949). 

‚Nachdem die Tollmien-Schlichtingsche Stabilitäts-Theorie der inkompressiblen 
laminaren Strömung durch die sorgfältigen experimentellen Untersuchungen von 
H.L.Dryden und seinen Mitarbeitern in glänzender Weise bestätigt worden ist, 
wird hier die gleiche Stabilitäts-Theorie auf kompressible Strömungen ausgedehnt, 
wobei auch die Wärmeübertragung zwischen der beströmten Wand und der Flüssig- 
keit berücksichtigt wird. Es hat sich ergeben, daß der Wärmeübergang zwischen 
Wand und Flüssigkeit die Stabilität wesentlich beeinflußt: Wärmeübergang von der 
Flüssigkeit auf die Wand wirkt stabilisierend, dagegen von der Wand auf die 
Flüssigkeit instabilisierend. Ist kein Wärmeübergang zwischen Wand und Flüssig- 
keit vorhanden (Thermometerproblem), so tritt mit wachsender Machscher 
Zahl eine Erniedrigung der kritischen Reynoldsschen Zahl ein. — Eine ausführliche 
Darstellung der Ergebnisse findet sich in NACA TN 1360 und NACA Rep. 876 (1947). 

H. Schlichting (Braunschweig). 

Taub, A. H.: Relativistie Rankine-Hugoniot equations. Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. S. 74, 328334 (1948). 

Lamla (Diss. Berlin 1912) hat gezeigt, daß die Schallgeschwindigkeit in einem 
Gas größer als die Lichtgeschwindigkeit c würde, wenn in dem Ausdruck für die 
innere Energie e pro gr: (1) e= 1/(y—1) : p/o® die Konstante y größer als 2 sein 
könnte; p ist der Druck, o° die Ruhdichte, gemessen von einem mit dem Volumen- 
element des Gases mitbewegten System aus; auch eg ist in diesem System zu messen. 
Schallgeschwindigkeit >c wäre ein Widerspruch zur Relativitätstheorie, so daß man 
zu einer Kontinuums-Hydrodynamik die Bedingung hinzunehmen müßte, daß y 
nicht größer sein darf als 2. Verf. zeigt, daß der genannte Widerspruch von selbst 
ausgeschlossen wird, wenn man die relativistischen hydrodynamischen Gleichungen 
aus der kinetischen Gastheorie ableitet. Er geht aus von der relativistisch formu- 
lierten Boltzmannschen Fundamentalgleichung, und gewinnt aus ihr die Bewegungs- 


. gleichungen für die Strömung. e wird in der relativistischen Hydrodynamik so defi- 


niert, wie es C. Eckart [Physic. Rev., Lancaster Pa., II. S. 58, 919— 924 (1940); dies. 
Zbl. 27, 31] vorgeschlagen hat. Mit der Schwarzschen Ungleichung läßt sich 
zeigen, daß von selbst gilt: 
3 p I aa u Zu IR 

(2) ee relyır (B)-l. 

Daraus folgt, daß Funktionen e von der Art (1) auf Grund der relativistischen 
kinetischen Gastheorie nur möglich sind für y <5/3; der erwähnte Widerspruch 
ist damit selbsttätig ausgeschlossen. Verf. betrachtet dann eindimensionale Bewe- 
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gungen in einem idealen Gas. Die Riemannsche Integration in der Form der Charak- 
teristiken-Methode läßt sich auch relativistisch machen; auch das allgemeine Inte- 

gral für fortschreitende Wellen ist leicht angebbar. Ableitung der relativistischen 
Form der Rankine-Hugoniot-Gleichungen, welche die Zustandsgrößen zu beiden 

Seiten einer Stoßwelle miteinander verknüpfen. Es wird gezeigt, daß auch für sehr 

starke Stoßwellen die Geschwindigkeit der Stoßwelle kleiner als die Lichtgeschwin- | 
digkeit ist. Bechert (Mainz). 

Holt, M.: The numerical method of characteristies for supersonie flows with 
axial symmetry. Quart. J. Mech. appl. Math., Oxford 2, 473—478 (1949). 

Die Berechnung axialsymmetrischer Überschallströmungen nach dem Charak- 
teristikenverfahren ist meist weniger genau als bei ebenen Strömungen, weil auch 
die Ortskoordinaten in die Gleichungen eingehen. Die Genauigkeit kann durch ein 
Iterationsverfahren gesteigert werden, bei dem in einer zweiten Näherung die Schritt- 
länge im Charakteristikennetz halbiert wird. Der Unterschied zwischen erster und 
zweiter Näherung wird dann in den vom Verf. aufgestellten Korrektionsformeln 
dazu benutzt, einen höheren Annäherungsgrad zu erreichen. Wwuest (Göttingen). 

Miles, John W.: A note on supersonie flow in the Trefftz plane. Quart. appl. 
Math. %, 470—472 (1950). R 

Im Anschluß an eine Arbeit über die Bestimmung linearisierter Überschall- 
strömungen mit Hilfe der Fouriertransformation (No. Amer. Avia. Rep. AL-801, 
Nov., 1948) berechnet Verf. das Geschwindigkeitspotential in einer senkrecht auf 
der Grundströmung stehenden Ebene weit hinter dem Flügel aus der Druckverteilung 
auf dem Flügel. Weissinger (Hamburg). 

Finkelstein, R.: The normal refleetion of shock waves. Phys. Rev,. Lancaster 
“Pa., II. S. 71, 42248 (1947). 

Untersuchung der Reflexion einer Stoßwelle an einer starren Wand in Gasen 
und Flüssigkeiten. Die Welle fällt senkrecht auf die Wand. Die Strömung wird 
als isentropisch angenommen, und der Entropiesprung an der Stoßwellenfront wird 
vernachlässigt. Die ankommende Welle wird als fortschreitende Welle schematisiert, 
was für eine Stoßweile nur angenähert richtig sein kann. Die Geschwindigkeits- 
verteilung dieser fortschreitenden Welle soll linear sein. Die Entropiegleichung soll 
lauten: (pP +) v’ = const; p ist der Druck, v das spezifische Volumen, z ein 
für das Medium charakteristischer Druck und y eine charakteristische Zahl. Für 
diejenige der 2 Riemannschen Funktionen, welche in einer auf die Wand zulaufenden 
fortschreitenden Welle konstant wäre, wird der Näherungsansatz gemacht, daß sie 
für die mit der Stoßfront mitwandernden x = x(t) einen konstanten Wert behalte. 
Die so gefundene Näherungslösung für das Reflexionsverhalten der Stoßwelle stimmt 
nach den Angaben des Verf. gut mit einer von Chandrasekhar gemachten nume- 
rischen Lösung überein (S. Chandrasekhar in einem Bericht beschränkter Auf- 
lagenhöhe, der von Ballistics Research Laboratory, Aberdeen, Maryland, heraus- 
gegeben wurde). In Gasen ist der auf die Wand übertragene Impuls größer und der 
Überdruck wirkt länger als nach der akustischen Näherung zu erwarten wäre, in 
Flüssigkeiten und festen Körpern ist der Impuls kleiner und der Überdruck wirkt 
kürzer als nach der akustischen Näherung. Bechert (Mainz). 

Lighthill, M. J.: The flow behind a stationary shock. Philos. Mag., J. theor. 
exper. appl. Phys., VII. S. 40, 214-220 (1949). 

Es wird eine stationäre reibungsfreie Gasströmung behandelt, bei der die 
Entropie längs jeder Stromlinie konstant ist. Die Geschwindigkeit v wird zerlegt 
in die Komponenten: {u + u, v, w}, wo u, v, w klein sein sollen, und u, konstant. 
Auch die Dichte og und der Druck p sollen nur wenig von den konstanten Werten 
0), P, verschieden sein. Die Strömung geschieht hauptsächlich in der x-Richtung, 
die Entropie soll von x unabhängig sein. Wenn die Komponente von rot b, die 
parallel den Stromlinien steht, auf einer gewissen Fläche Null ist, durch welche 
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alle Stromlinien laufen, und wenn weiter im dazwischen liegenden Gebiet die Strö- 
mung annähernd gleichförmig ist, dann ist. {(p,— p)/e, %,, v, w} ein wirbelfreies 
Vektorfeld. Anwendung auf den Fall, daß die genannte Fläche eine Stoßfront ist; 
es wird die Strömung hinter der Stoßwelle untersucht. Anwendung auf die Strö- 
mung an einem Überschallprofil. Bechert (Mainz). 


Lin, €. €.: Note on the charaeteristies in unsteady one-dimensional flows with 
heat addition. Quart. appl. Math. 7, 443—445 (1950). 

Mit Hilfe der fundamentalen Gleichungen für eine eindimensionale instationäre 
Gasströmung (1) „+ uuw,+1opr,=0, (2) a +wo,+ou, +towuAN14,=0, 
8) s, tus,—g*, (4) p = const.o?e* (w die Geschwindigkeit, s die Entropie, 
y das Verhältnis der spezifischen Wärmen, A Röhrenquerschnitt, q* Entropie- 
zuwachs) führt die Methode zur Auffindung der Charakteristiken auf sechs lineare 
Gleichungen für die partiellen Ableitungen von p(z,t), u(z,t), s(z,t). Für die 
Charakteristiken verschwindet die Koeffizientendeterminante; die hieraus sich er- 
gebenden Lösbarkeitsbedingungen sind für die numerische Integration nützlich. 

Maruhn (Dresden). 


Stanjukovit, K. P.: Zweiseitiges Ausströmen eines Gases aus einem zylindrischen 
Behälter in ein Rohr. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 58, 201—204 (1947) 
[Russisch ]. 

/erf. behandelt das instationäre eindimensionale (nur von einer Raumkoordi- 
nate abhängige) Problem der Gasströmung in einem zylindrischen Rohr gegebener 
Länge, an dessen beiden Enden zu verschiedenen Zeitpunkten das Gas ins Vakuum 
auszuströmen beginnt. Hierbei wandert jeweils eine Verdünnungswelle nach dem 
Inneren des Rohres, die schließlich mit der Welle des anderen Rohrendes zusammen- 
trifft und reflektiert wird. Dabei wird auch die Verteilung von Masse, Impuls und 
Energie in den beiden Bewegungsrichtungen untersucht. _ Wwuest (Göttingen). 


Schaaf, S. A.: Zonal ecombustion in tubes. Quart. appl. Math. 6, 257—266 (1948). 

Ein zylindrisches Rohr mit einem geschlossenen und einem offenen Ende ist 
mit einem brennbaren Gas gefüllt, in dem überall gleicher Druck und gleiche Tempe- 
ratur herrschen und keine Strömung vorhanden ist. Das Gas wird am geschlossenen 
Ende gezündet. Die Flammengeschwindigkeit wird als gegeben angesehen, ebenso 
die’ Energieerzeugung pro em? und sec. Zur Lösung der hydrodynamischen Glei- 
nn ‚ und bricht 
mit den in e linearen Gliedern ab; y ist das Verhältnis der spezifischen Wärmen 
c„[e,, Z die Rohrlänge, c die anfängliche Schallgeschwindigkeit im ungestörten Gas. 
Diskussion zweier typischer Fälle für den Anfangszustand; Druckverhalten am 
geschlossenen Ende, Machsche Zahl am offenen Ende, Wanderung der Flammen- 
front durch das Rohr. Bechert (Mainz). 


Bjusgens (Büschgens), 8. $.: Die kritische Fläche einer adiabatischen Strömung. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 58, 365—368 (1947) [Russisch ]. 

Verf. geht von den Gleichungen einer adiabatischen reibungsfreien Gasströ- 
mung in vektorieller Form aus und leitet an sich bekannte geometrische Eigenschaften 
dieses Vektorfeldes ab. Dabei wird eine ‚kritische‘ Fläche als Ort der Punkte 
definiert, an denen entweder die örtliche Schallgeschwindigkeit durchschritten wird 
oder die Strömungs- bzw. Schallgeschwindigkeit Extremalwerte haben.  Wuest. 


chungen macht Verf. eine Reihenentwicklung nach & = 


Gran Olsson, R.: Rigorous solution of a differential equation in soil mechanies. 
Quart. appl. Math 7, 338—342 (1949). 

Für die von Terzaghi herrührende Theorie der Setzungserscheinung in einem 
Sediment, bei welcher eine Differentialgleichung erster Ordnung mit veränderlichen | 
Koeffizienten auftritt, wird eine Lösung angegeben, welche die Anfangsbedingung 
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(t = 0) zu befriedigen gestattet. Unter Verwendung des Fehlerintegrals als bekannter 
tabellierter Funktion läßt sich die Lösung in geschlossener Form darstellen. 
H.Neuber (Dresden). 
_ Elektrodynamik: 


e Sommerfeld, A.: Vorlesungen über theoretische Physik. II: Elektrodynamik. 
Wiesbaden: Dieterichsche Verlagsbuchhandlung 1948. XVI, 376 S. m. 48 Fig. 
DM. 15.— 

Die Buchform der Vorlesungen von Sommerfeld zeigt deutlich, wenn auch in schwächerer 
Form,den Reiz,den Sommerfelds Vorlesungen fürdie Hörer hatten :dieüberzeugende Art des Vor- 
trags, das Streben nach Eleganz beiden Rechnungen, die vielenanschaulichenBeispiele, das Betonen 
der Verbindungen, Vergleichsmöglichkeiten zu anderen Fragen der Physik und Mathematik, die 
Verallgemeinerungen. — Nach einem Überblick über die geschichtliche Entwicklung der Elektro- 
dynamik mit kurzer Darstellung des Lebens von Faraday, Maxwell, Ampere und Heinrich 
Hertz kommt ein wichtiger Paragraph: ‚‚Vorläufiges über die Grundbegriffe des elektromagneti- 
schen Feldes‘. Dort wird die für die gesamte Darstellung dieses Buches grundlegende Ansicht 
vertreten, daß & und ® Intensitätsgrößen sind, D und 9 Quantitätsgrößen. [Die Begründung 


dazu scheint dem Ref. nicht überzeugend. Z. B. wird die Aussage: [8,do =0 für eine ge- 
schlossene Fläche, (natürlich) damit begründet, daß immer Nordpol und Südpol zusammen 
vorhanden sind; dadurch wird ® mit der Polstärke in den Zusammenhang gebracht, in dem ® 
zur Ladung steht, was aber der genannten Zuordnung widerspricht.] Als Einheiten werden 
die Giorgischen verwendet: Meter, Kilogramm, Sekunde, und daneben die Ladungsmenge @. 
Als Einheit von @ dient das Coulomb, ‚‚die Einheit des praktischen Systems‘, wofür auch 
1/10 cgs gesetzt wird. [Dem Ref. scheint, daß die Ladung damit nicht konsequent definiert ist. 
Es müßte eine Meßvorschrift für die Ladung gegeben sein. 1/10 cgs = 1Coul bedeutet, daß 
das absolute Coulomb gemeint ist (also streng genommen nicht das des praktischen, nämlich 
des internationalen Systems). Das Coulomb und die entsprechende elektromagnetische ce gs- 
Einheit stammt aus einem System, in dem @ nicht als eigene Dimension eingeführt ist, wie es 
Sommerfeld tut; in diesem System hat u die Dimension 1, bei Sommerfeld nicht.] Die Max- 
wellschen Gleichungen werden an den Anfang der Theorie gestellt; in Integralform ergeben sie 
sich als verallgemeinerte Fassung der Erfahrungstatsachen des Faradayschen Induktionsgesetzes 
und des Gesetzes von Amp&re. Es folgt die Differentialform der Gleichungen, die Verknüpfung 
zwischen ® und €, zwischen ® und 9, zwischen 3 und €. Die Einheiten werden so eingerichtet, 
daß im Coulombschen Gesetz im Nenner der Faktor 47 steht (rationelle Einheiten). Nach 
einem Exkurs über die Frage: 3, 4 oder 5 Grundeinheiten beginnt der Hauptteil des Buches, 
„die Ableitung der Erscheinungen aus den Maxwellschen Gleichungen‘. Von diesen aus werden 
die einzelnen Gebiete der Elektrodynamik in der Reihenfolge ihrer mathematischen Schwierigkeit 
behandelt: die Felder sind eingeteilt nach ihrer Zeitabhängigkeit in statische Felder (Elektro- 
statik, Magnetostatik), stationäre (Gleichstrom), quasistationäre (langsame Wechselfelder), 
schnell veränderliche Felder. In der Magnetostatik wird das Feld des permanenten Magneten 
besonders ausführlich behandelt, ‚‚weil die meisten Lehrbücher wenig Quantitatives über die 
Vektoren B, 9, Mim Inneren der Magneten bringen‘. Auch das Feld im Innern eines Rotations- 
ellipsoids, das sich in einem konstanten äußeren Feld befindet, gehört zu den Fragen, die gewöhn- 
lich in den Lehrbüchern nicht oder nicht so ausführlich behandelt werden. Weitere Beispiele 
dieser Art: Wechselstromfeld eines kreiszylindrischen Drahtes, Wechselstrom führende Spule, 
Wellen in Drähten, einiges zur Theorie der Hohlleiter. — Der 3. Teil handelt von Relativitäts- 
theorie und Elektronentheorie. [Bei der Einführung der Vierervektors, S. 213, wird definiert: 
„Entsprechend nennen wir eine vierkomponentige Größe nur dann einen Vierervektor, wenn 
sie sich bei der orthogonalen Transformation im Raum der &,,..., %, wie der vierdimensionale 
Radiusvektor RN = (x, %,, 25, 24) transformiert“. Dieser Definition fehlt die Angabe, wie sich 
R transformiert. Dies ist so lange nicht bestimmt, als nicht gesagt ist, wie sich c bei einer solchen 
Transformation verhält. Daß c=c’ ist, wird in der Darstellung des Buches hineingesteckt, 
. und nachträglich als Folgerung aus der Lorentztransformation wiedergefunden.] Außer den 
Transformationen der elektromagnetischen Größen wird auch die Kinematik der Relativitäts- 
theorie dargestellt. Durch die Transformation der Kraft e &, die auf ein ruhendes Elektron wirkt 
erhält man die Lorentzkraft auf ein bewegtes Elektron. Es folgt Elektronentheorie und Rela- 
tivitätsmechanik.— Der vierte Teil des Buches handelt von der Elektrodynamik bewegter 
Körper. Er bringt die Minkowskischen Gleichungen für bewegte Medien, den Ennergie-Spannungs- 
tensor, die Strahlungsdämpfung, eine Darstellung der Versuche zu einer klassischen Feldtheorie 
der Elementarteilchen (Mie, Born), und einiges über die Streuung von Licht an Licht. Den 
Schluß dieses Teiles bildet eine kurze Übersicht über die Grundgedanken und die Folgerungen 
aus der allgemeinen Relativitätstheorie; das Schwarzschildsche Linienelement wird näherungs- 
weise abgeleitet, und die Folgerungen aus ihm dargestellt. — Nach einer Zusammenstellung der 
verwendeten Bezeichnungen, Dimensionen und Zahlenwerte folgt als letzter Teil des Buches 
ein Abschnitt mit 25 Aufgaben samt Lösungen. Bechert (Mainz). 
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Belinfante, F. J.: A first-order variational prineiple for elassical eleetrodynamies. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 74, 779-781 (1948). 

Verf. zeigt, daß die klassische Bewegungsgleichung für ein Elektron und die 
Maxwell-Lorentzschen Feldgleichungen aus einem Variationsprinzip abgeleitet 
werden können, so daß in den Gleichungen für die kanonischen Variablen nur 
Differentialguotienten erster Ordnung vorkommen. Die Hamiltonfunktion sieht der 
Diracschen für ein Elektron im elektromagnetischen Feld sehr ähnlich. _Bechert. 

Haber-Schaim, U.: On the motion of point eleetrons. Phys. Rev., Lancaster Pa., 
II. S. 74, 836—837 (1948). 

M.Pryce hat im Anschluß an Dirac gezeigt, daß man ein endliche Selbst- 
energie des punktförmigen Elektrons sowie die Lorentz-Diracschen Bewegungs- 
gleichungen erhält, wenn man den Maxwellschen Energie-Impulstensor in geeigneter 
Weise durch einen symmetrischen divergenzfreien Tensor A,„, ergänzt, der nur von 
den Partikelvariablen und dem Nullvektor vom Aufpunkt zur Partikelweltlinie 
abhängt [Proc.. R. Soc., London, A 168, 389—401 (1938)]. Der Tensor 
A,„, soll sich dabei als Divergenz eines (antisymmetrischen) Tensors 3. Stufe 
darstellen lassen, damit ein möglichst enger Anschluß an den Maxwellschen Energie- 
ausdruck im ladungsfreien Teil des Raumes hergestellt wird. Da die Lorentz-Dirac- 
Beyegungsgleichungen zu paradoxen Folgerungen führen (Selbstbeschleunigung des 
Efektrons u.a.) untersucht Verf.die Möglichkeit einer Verallgemeinerung des 
Diracschen Ansatzes in dem Sinne, daß auf die Zusatzforderung für den Tensor A,, 
verzichtet wird. Ergebnis: Es gibt einen — und zwar im wesentlichen nur einen — 
allgemeineren Ansatz. Die daraus folgenden Bewegungsgleichungen stimmen genau 
überein mit den von Eliezer [Rev. modern Phys. 19, 147 (1947)] angegebenen. 

Haag (München). 

Eliezer, C. Jayaratnam: The hydrogen atom in a generalized elassical electro- 
dynamies. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 71, 49—53 (1947). 

In verschiedenen früheren Arbeiten hat Verf. gezeigt, daß die Lorentz-Dirac- 
schen Bewegungsgleichungen des Elektrons zu paradoxen Folgerungen führen. Im 
Fall des Wasserstoffatoms wirkt sich die Strahlungsreaktion dabei so aus, daß das 
Elektron sich in einer nach außen gerichteten Spiralbewegung vom Kern entfernt. 
In der vorliegenden Arbeit wird dasselbe Problem mit einer vom Verf. angegebenen 
Bewegungsgleichung behandelt (s. vorsteh. Referat). Es zeigt sich, daß dabei physi- 
kalisch vernünftige Bewegungstypen existieren. Haag (München). 

Broglie, Louis de: On a new conception of the interaetion between charges and 
eleetromagnetie field. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 862—863 (1949). 

Auf ältere Untersuchungen zurückgreifend, in denen Verf. die in Wechsel- 
wirkungsausdrücken auftretenden ö-Funktionen durch Nadeln endlicher Dicke 
ersetzt hat, versucht er hier seinen Ansatz in relativistisch invarianter Weise zu 
schreiben. Er geht, auf Untersuchungen von Feynman aufbauend, von einem An- 
satz für das Viererpotential ats, in dem als Greensche Funktion die Differenz der 
der Maxwelischen und der der Proca-Yukawaschen Theorie angesetzt ist. Diese 
Feststellungen werden vom Standpunkt der ‚„Wellenmechanik des Photons“ dis- 
kutiert. Das für jene Theorie charakteristische ‚„Koinzidenzpotential‘“, das von 
einer extrem kleinen, aber nicht ganz verschwindenden Ruhmasse des Photons her- 
rührt, hebt sich, da es im Mesonenpotential mit umgekehrten Vorzeichen vorkommt, 
gerade heraus. Diesen Umstand betrachtet Verf. als eine hervorragende Stütze für 
das kombinierte Potential, da in der nichtkombinierten Theorie das Koinzidenz- 
potential einen Faktor hat, der mit verschwindender Ruhmasse unendlich wird. 
Die de Brogliesche Theorie steht unter den modifizierten Theorien dem Ansatz von 
Peierls und McManus besonders nahe. Sie stellt in der Tat eine spezielle Re- 
alisierung der Theorie dar. Hinsichtlich der Lösung der Feldgleichungen und der 
daraus resultierenden Bewegungsgleichung für Punktladungen sind beide Theorien 
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miteinander äquivalent. Ob die leicht veränderte Auffassung die für mesonen- 
artige Elektronentheorien charakteristischen Schwierigkeiten negativer Feldenergien 


beseitigt, wird nicht diskutiert. Bopp (München). 
Flamm, Ludwig: Elektrische Feldmechanik. Acta phys. Austriaca, 2, 259 — 
284 (1948). 


Verf. versucht eine mechanistische Deutung des Maxwellfeldes, an den Span- 
nungstensor anknüpfend. Die Rechnung, durchgeführt über die Feldenergie, ergibt 
eine Art von Massenlinien; der Gedanke, daß die Dynamik des Punktelektrons 
dadurch bestimmt sei, daß es die Quelle von Massenlinien bildet, ist interessant, 
ergab jedoch keine fruchtbaren Ergebnisse. Bauer (München). 


Taub, A. H.: Orbits of charged partieles in constant fields. Proc. Symposia 
appl. Math., Nr. 2, (Massachusetts Institute of Technology, July 29—31, 1948. 
Electromagnetic theory.) 82 (1950). 

Vgl. A.H.Taub, Phys. Rev., Lancaster Pa., I1.S. 73, 786—-798 (1948) ; dies. Zbl. 34, 421. 

Pignedoli, Antonio: Moto di un elettrone in un campo magnetico e in un campo 
elettrico sovrapposti, uniformi ed uniformemente rotanti intorno ad un asse, con 
velocitä angolari diverse. Atti Sem. mat. fis. Univ., Modena 2, 112—115 (1948). 

L’A. risolve le equazioni del moto di un elettrone soggetto ad un campo elettrico. 
e un campo magnetico uniforme, sovrapposti, e ruotanti intorno all’asse Oz con 
velocitä angolari diverse. Assunto come riferimento un sistema Oxyz ruotante 
intorno a Oz come il campo magnetico, dimostra che il moto dell’elettrone pu6 
ottenersi dalla composizione di due moti ellittici con un moto circolare nel piano 
xy e un altro rettilineo parallelo a Oz. Graffi (Bologna). 

König, H. W.: Dynamische Elektronenströmung unter dem Einfluß dynamischer 
Felder. Acta phys. Austriaca 2, 312—334 (1949). 

Die ebene Elektronenströmung in einem dynamischen Steuerfeld, das sich mit 
einer Geschwindigkeit gleich der Elektronengeschwindigkeit ausbreitet, wird unter- 
sucht. Dazu wird das elektrische Steuerfeld zunächst in n Abschnitte gegliedert. 
Es wird vorausgesetzt, daß der Steuerstrom in jeder Teilstrecke gleiche Amplitude 
besitzt. Die Phasenlagen aber werden so gewählt, daß der Steuerstrom in jeder 
Teilstrecke dem Strom in der vorangehenden gerade um so viel nacheilt, wie die 
Elektronen zum Durchlaufen dieses Abschnittes an Zeit benötigen. Durch Grenz- 
übergang zu unendlich vielen Teilstrecken erhält man ein dynamisches Steuerfeld, 
das sich an jeder Stelle mit Elektronengeschwindigkeit bewegt. Wie erwartet, 
gelten bei dynamischem Feld, das sich mit Elektronengeschwindigkeit bewegt, bei 
beliebigem Laufwinkel w, für die Feld- und Geschwindigkeitsverteilung dieselben 
Gleichungen wie bei quasistationärer Strömung und quasistationärem Feld (wenn 
man hier den Laufwinkel verschwindend klein annimmt). Hierbei muß man in den 
stationären Gleichungen den Phasenwinkel @ durch 9 — w, ersetzen. Die Wechsel- 
feldstärke nimmt bei dynamischem Feld mit dem Quadrat des Laufwinkels zu, so 
daß sich eine erheblich größere Verstärkung erzielerfläßt als bei quasistationärem 
Feld, wo die Feldstärke nur mit der ersten Potenz geht. Für den Fall konstanter 
Elektronengeschwindigkeit werden Feld- und Geschwindigkeitsverlauf zeichnerisch 
wiedergegeben. Zum Schluß wird auf den Zusammenhang mit der Wanderwellen- 
röhre (Traveling-Wave Tube) kurz hingewiesen. W. Glaser (Wien). 


Nasse, Gilbert: Sur les proprietes du reseau maill6 general de structure sym6- 
trique. C. r. Acad. Sci., Paris 227, 1350—1352 (1948) 
Das Problem führt auf Gleichungen der Form: 


BE Grade RR 

PR + Lrıyy (+ Fin, J Md='u,, 
wobei die Indizes ö, j die Maschen des Netzes, k, 1 die Phasen durchlaufen. Mit Hilfe 
der Laplace-Transformation erhält man: 


BZII = !V +ULII,— 1/p iA go, 
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worin ?J und ‘V die Vektoren der Ströme und Spannungen in geeigneten Koordinaten 
und q,den Vektor der Anfangsladungen bedeuten. Jede der m? Matrizen 'Z, ÖL, A 
enthält » verschiedene Elemente und die verschiedenen Zeilen gehen auseinander 
‚durch zyklische Vertauschungen hervor. Mit Hilfe einer einzigen Transformation 
lassen sie sich gleichzeitig auf Diagönalform bringen, womit das Problem sich als 
äquivalent einer Superposition von n Vierpolen erweist. Schmeidler (Berlin). 

Raymond, Frangois H.: Remarques sur la theorie des r&saux 6leetriques poly- 
phases. C. r. Acad. Sci., Paris 228, 375—376 (1949). 

Die Note bringt eine zusammenfassende und teilweise (vom physikalischen 
Standpunkte) kritische Darstellung verschiedener früherer Noten zudemselben Gegen- 
stande unter Berufung auf eigene Arbeiten des Verf. Schmeidler (Berlin). 

Caprioli, Luigi: Sul eampo elettromagnetico in un semispazio. Atti Accad, 
naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 7, 103—106 (1949). 

L’A. ricava una semplice formula che permette di calcolare il campo elettro- 
magnetico armonico, in un sempispazio (riempito da un mezzo omogeneo, isotropo, 
conduttore) nota, sul piano che lo limita, la componente tangenziale del campo 
elettrico. Graffi (Bologna). 


Caprioli, Luigi: Su una questione di radiotelegrafia sottomarina. Atti Accad. 
naz, Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 7, 106—108 (1949). 

Dai risultati di una nota precedente (vedi il precedente lavoro) I’A. deduce 
un valore maggiorante per il campo elettrico in un semispazio (riempito da un mezzo 
conduttore) noto, sul piano che lo limita, un valore maggiorante per la componente 
tangenziale del campo elettrico. Ottiene cosi un nuovo criterio per conoscere fino 
a quale profonditä un sottomarino puö ricevere un segnale radio. Graffi. 


Stevenson, A. F.: Wave propagation in eleetromagnetie horns. Proc. Symposia 
appl. Math., Nr. 2, (Massachusetts Institute of Technology, July 29—31, 1948. 
Electromagnetice theory.) 84 (1950). 

Truell, Rohn: Problems related to measuring the field strength of high frequeney 
eleetromagnetie fields. Proc. Symposia appl. Math., Nr. 2, (Massachusetts Institute 
of Technology, July 29—31, 1948. Electromagnetic theory.) 85 (1950). 

Vgl. Proc. Institute Radio Engeneers 37, 1144—1147 (1949). 

Lee, Y. W.: The statistical theory of message transmission. Proc. Symposia 
appl. Math., Nr. 2, (Massachusetts Institute of Technology, July 29—31, 1948. 
Electromagnetic theory.) 90 (1950). 

To be published as a technical report bythe Research Laboratory of Electronics, 
Massachusetts Institute of Technology. 

Rice, $S. 0.: Reflecetions from bends and corners in electromagnetie wave guides. 
Proc. Symposia appl. Math., Nr. 2, (Massachusetts Institute of Technology, July 
29—31, 1948. Electromagnetic theory.) 83 (1950). 

Vgl. S. O. Rice, Bell System Technical J. 28, 104—156 (1949). 


Relativitätstheorie: 


Majorana, Quirino: Sulla relativitä di Alberto Einstein. Atti Accad. naz. Lincei, 
‚ Rend. Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 5, 211—215 (1948). 


L’A. presente ici des remarques critiques sur la theorie de la Relativite restreinte apres 
avoir rappel& que dans une note pr&cedente [Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisic. mat. 
natur., VIII. S. 3, 435—442 (1947)] il a pü perfectionner la theorie ‚balistique de la lumiere de 
W. Ritz et caleuler l’entrainement optique de Fresnel-Fizeau en &vitant l’application des prin- 
cipes einsteiniens. A ce propos cfr. E.Esclangon, La notion de temps, pp. 30—32, Paris, 
Gauthier Villars, 1938. Incidemment, /’A. croit de pouvoir se debarrasser prealable- 
ment de la theorie de la Relativite generale en remarquant que le caractere absolu des rotations 
ou des mouvements acceleres est une consequence des phenomenes observes, parmi lesquels 
‚ on doit citer l’aplatissement de la Terre, le pendule de Foucault, les corrosions asymetriques des 
bords des fleuves ou des railways, ete. A ce propos il est bon de rappeler que lorsqu’on envisage 
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un systeme 8’ en rotation uniforme ou en mouvement accelere quelconque par rapport a un 
systeme galileen $ on ne saurait trouver en mecanique newtonienne et en relativite restreinte 
une realite physique qui soit la cause de la differente evolution des mouvements dans les systemes 
Set S’. Ilest bien connu que Newton a cherche en vain l’explication de cette difficulte. E. Mach 
en a deduit la necessit& de construire la mecanique sur des bases nouvelles et Einstein a atteint. 
genialement ce but [efr. C. Schaefer, Einführung in die theoretische Physik, Bd. Ill, Erster 
Teil, p. 882, Berlin, 1932; E.Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, &% Auflage, P: 220, 
Leipzig 1933; ce Zbl. 5, 278]. Les affirmations de FA. & propos de linterpretation de la 
transformation de Lorentz nous rappellent les remarques de P. Painleve dans son »Examen 
critique des axiomes de la Mecaniquev. — Enfinilest & peine necessaire de rappeler que la question 
si lV’alteration des mesures spatiäles ‘et temporelles vis & vis d une transformation de Lorentz 
soit une realit6 physique ou apparente est depourvue de sens autant que celle de decider si un 
corps est vraiment en mouvement (cfr. A. Sommerfeld, Vorlesungen über theoretische Physik, 
Bd. III, S. 228; ce Zbl. 35, 124). G. Lampariello. 


Giorgi, Giovanni: Relativitä dei fenomeni fisiei. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. 
Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 5, 216—220 (1948). 


Cette Note contient quelques remarques que ’A. a fait & propos des discussions provoquees 
‚par une Note de M. Q. Majorana (voir ref. pr6c6d.). Le postulat qui parait presenter des diffi- 
cultes est celui de la constance de la vitesse de la lumiere que quelque physicien voudrait substituer 
par le postulat de W. Ritz: la vitesse de la lumiere se compose avec celle de la source. L’A. expose 
les raisons qui sont A la base des deux hypotheses opposees. En se plagant au point de vue striete- 
ment logique on n’a rien ä objecter aux fondements de la relativite restreinte, comme on la 
declare d’une maniere definitive au Congr&s philosophique de Naples en 1924 sur la proposition 
de M.J.Hadamard. Au point de vue psychointuitif la question se presente tout autrement 
parce que certains esprits ont beaucoup de difficulte & admettre le caract£re relatif de l’espace 
et du temps tandis qu’un grand nombre de physiciens a abandonne la conception newtonienne 
du temps absolu parce qu’elle n’a pas de fondement physique. — Il est bon encore de remarquer 
que, d’apresM. G. Giorgi, les hypothöses de W. Ritz donnent lieu & des deviations de la physique 
classique plus graves que celles engendrees par !’abandon du temps absolu [efr. L’elettrodinamica 
di Ritz e la teoria balistica delle radiazioni, Atti del Congresso di Como, 1927]. L’A. rappelle 
enfin les resultats de la theorie d’Einstein qui peuvent &tre mis en comparaison de l’experience 
et declare que les constatations obtenues jusqu’ici forment un argument assez convaincant. 
On ne doit pas oublier encore que les &quations d’Einstein-Minkowski conduisent & une vision 
synthetique admirablement unitaire et simple des lois physiques et qu’on en deduit d’une 
mani£re naturelle les lois fondamentales de l’electrodynamique qu’on devrait autrement admettre 
sans aucune explication. — Pour ce qui concerne la theorie balistique de la lumi£re, I’A. rappelle 
les critiques de de Sitter et celle plus recente consistant en ceci que le spectre d’une &toile double 
devrait &tre continu. En fait, il resulte superpose a un spectre de raies. Pourtant on ne possede 
pas des preuves irrefutables pour condamner definitivement la theorie de W.Ritz, c’est pourquoi 
on doit desirer que les savants parviennent un jour prochain & detruire toute ambiguite. 

@. Lampariello (Messine). 

Majorana, Quirino: Ancora sulla relativitä speciale di Alberto Einstein. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 7, 32-37 (1949). 

Etant donnees deux systemes en mouvement de translation rectiligne et uniforme 8, &), 
U’A. se propose de calculer le temps mis par un signal Jumineux pour accomplir un chemin donn& 
au moyen de la transformation de Lorentz et de demontrer ensuite que le r6sultat obtenu, rigoureu- 
sement exact au point de vue math&matique, est toutefois absurde lorsqu’on l’envisage au point 
de vue physique. D’aprös les principes de la Relativite restreinte on aboutit au resultat que 
deux observateurs emporte !’un par 8 et l’autre par 8’ qui A l’instant de la r6ception du signal 
occupent la m&me place jugent differemment l’instant d’emission du signal, mais on ne doit 
pas attribuer cela au fait qu’une horloge de 8 situee & la place de la source lumineuse indique 
aussi le temps du systeme 8’. — I] faut rappeler que ’amenagement horaire est realise de telle 
fagon que le temps d’un evenement est le temps indique par l’horloge quise trouve sur la place 
ou l’&venement se verifie. M. Q.Majorana congoit que P’observateur B qui occupe la place 
de la source Jumineuse dans S envoie limage de son horloge & l’observateur A qui recoit le signal 
a instant t = 0 de S et pretend que l’observateur A’ de 8° qui & instant ?? = 0 de son temps 
oecupe une place voisine & A doit se rapporter & cette image-lä pour juger l’instant d’&mission 
du signal! D’apres la definition du temps d’un evenement rappelee ci-dessus, il est bien erident 
que l’observateur de 8° devrait se rapporter ä image de l’horloge de 87 qui & instant de 8° 
d emission du signal se trouve au voisinage de la source lumineuse. — Enfin dans les lignes 27 
et 28 a pag. 33 on doit signaler deux fautes d’impression. On a : 
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of gravitation. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 73, 1105-1108 (1948). 

" Die Beweise von Einstem und Pace daß in der relativistischen Gravi- 
tationstheorie die Feldgleichungen für bei wachsendem Abstand vom Ursprung gegen 
‚die Euklidische Form konvergierenden Fundamentaltensor keine nichtsingulären 


statischen Lösungen mit nichtverschwindender Masse gestatten, werden auf den. 


allgemeineren Fall mit nichtsymmetrischem Fundamentaltensor übertragen. 
W. Dieckvoss (Hamburg-Bergedorf). 
Kadosch, Marcel: Sur la theorie de Birkhoff. Rev. sci., Paris 86, 707— 710 (1948). 
Es wird gezeigt, daß sich die Birkhoffsche Theorie von der Newtonschen dadurch 


unterscheidet, daß bei ersterer eine zusätzliche Gravitationskraft auftritt, welche - A 
eine sehr enge Analogie zur magnetischen Kraft bewegter Ladungen von Laplace 


bzw. Lorentz aufweist. Ist ® das negative Gravitationspotential und bezeichnet m’ 


die variable Masse m’ = m/y1— v2/e2, so lauten die Bewegungsgleichungen 
d(m’ v)/dt = m’ grad D + m’v x (grad® x v/e). 


Energie- und Drehimpulse ergeben in einfacher Weise mit J.Hely Perihelver- 


schiebung und Lichtablenkung. W.Glaser (Wien). 


Milne, E. A.: The relativity of Galilean frames. Proc. R. Soc., London, A 200, 


2197-234 (1950). 
Die vom Verf.in früheren Arbeiten eingeführte Unterscheidung: „i-Zeit“ für 
äquivalente Fundamentalpartikel-Beobachter, ‚r-Zeit‘‘ für gewöhnliche Newton- 


sche Mechanik, wird auf die Kinematik von Beobachtern angewendet, die sich 


gleichförmig relativ zuden Fundamentalbeobachtern bewegen. Ihre Transformations- 
formeln haben nicht mehr die Gestalt von Lorentztransformationen, wie sie für 


Fundamentalbeobachter gelten. Trotzdem bleibt das Einsteinsche Additionstheorem 


der Geschwindigkeiten erhalten. Bei den weiteren Rechnungen ergeben sich Unter- 
schiede für die Änderung der Längen- und Zeiteinheiten, je nachdem es sich um 
Fundamentalbeobachter "handelt oder nicht. Die von Beobachtern beider Typen 
beobachteten Dopplereffekte stimmen nur in erster Ordnung überein. .Dieckvoss. 

Causse, M.: Les el&öments de la relativite ein&matique. Ann. Ehys., XII. S. 4, 
760—805 (1949). 

Es werden in kurzer systematischer Darstellung die Formeln der Msn 
kinematischen Kosmologie abgeleitet, ausgehend von Beobachtern, die sich durch 
Lichtsignale verständigen, zunächst für zwei, dann für mehr Beobachter. Es folgen 
Betrachtungen über die Bewegung irgendeines Massenpunktes (kinematisch), an- 
schließend werden Masse, Kraft und Energie definiert. Im Zweikörperproblem 
werden unter Voraussetzung eines skalaren Potentials die Eigenschaften der Felder 
zwischen benachbarten Massenpunkten abgeleitet. Unter gewissen Bedingungen 
werden die klassischen Resultate für die Gravitation wiedergefunden. Zum Schluß 
werden die beiden Milneschen Begriffe der ‚„‚kinematischen‘ und der „dynamischen“ 
Zeit betrachtet, und es wird hingewiesen auf ein Resultat, daß elektrisch neutrale 
rotierende Massen ein Magnetfeld aufweisen können. Dies ist beobachtbar nur bei 
sehr großen Massen; Laboratoriumsversuche werden unsicher durch kleine störende 
elektrische Felder, die der Messung nicht zugänglich sind, die aber den gesuchten 
Effekt kompensieren können. W. Dieckvoss (Hamburg-Bergedorf). 

Klein, 0.: Meson fields and nuclear interaction. Ark. Mat. Astron. Fys. A 34, 
Nr.1,.19 8. (1947). 

yor geht von der fünfdimensionalen projektiven Relativitätstheorie, in der 
Gravitation und Elektrodynamik vereinigt sind, aus. Während man für das Max- 
wellfeld annehmen muß, daß es von der fünften Koordinate x, unabhängig ist, ist 
das Yukawafeld periodisch in x, mit einer Länge I,. — Es gelingt Verf. nicht, in 


überzeugender Form über die Schwierigkeit hinwegzukommen, die darin besteht, 
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„Mischung“ aus affiner Feldtheorie mit den Größen ]7, und rein metrischer Theorie 
voneinander zu variieren. Es wird gezeigt, daß die beiden Formen der Theorie 


trons mit dem Schwerefeld ist in der metrischen Theorie enthalten, wenn man zur . 


_ Quantenmechanik: 


theorie im 8-dimensionalen Phasenraum. Als einzige spezielle Voraussetzung wird 


130° 


daß sich nach seiner Gravitationstheorie ein /, ergibt, das rund 101% mal zu klein ist 
gegenüber dem, das die experimentelle Mesonenmasse wiederzugeben gestattet. Be 
Schließlich stellt Verf. die Diracgleichung auf mit nicht-konstanten, nach Schrö- 
dinger-Fockdurch die Metrik bestimmten verallgemeinerten Diracmatrizen. — Um 
die Wechselwirkungsterme brauchbar ausrechnen zu können, sind einige Vernach- 
lässigungen notwendig. Es ist undurchsichtig, wie weit dadurch die sich ergebenden 
Abweichungen von den üblichen Werten bedingt sind. So ergibt sich u.a. etwa 
ein dem g,-Term in der Kemmerschen Wechselwirkung entsprechender Ausdruck 
mit einem erößenordnungsmäßig von diesem verschiedenen numerischen Faktor. — 
Während Verf. meint, „that gravitation probably will be important at small distan- 
ces“, so behauptet Dirac [Rev. mod. Phys. 21, 343 (1949)] gerade das Gegenteil: 
„In the atomic world the departure of space-time from flatness is so excessivly 
small that there would be... unexplained“. Bauer (München). 


Weyl, Hermann: A remark on the coupling of gravitation and eleetron. Actas 
Acad. Ci. Lima 11, 1—17 (1948). 

Im Schema der allgemeinen Relativitätstheorie kann man Gravitation, Elektro- 
magnetismus und Quantentheorie unterbringen, wenn man die Feldgleichungen aus 
einem Variationsprinzip ableitet, dessen Lagrangefunktion sich additiv zusammen- | 
setzt aus 3 Lagrangefunktionen für die 3 Feldtypen: Schwere, Elektromagnetismus | 
und y-Feld. Man kann den Fundamentaltensor g,, benutzen und eine rein metrische. 
Theorie aufbauen. Daneben betrachtet Verf.nach dem Vorschlag von Einstein eine 


mit den Größen g„,. Im Variationsprinzip sind dann die /%,, und die g,, unabhängig 
dieselben Feldgleichungen nach sich ziehen. Auch die Wechselwirkung eines Elek- 


Lagrangefunktion ein Massenglied hinzunimmit. Bechert (Mainz). 
 Atomphysik. 


Corben, H. €C.: The use of phase space in elassical and quantum theory. Phys. | 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 74, 788—794 (1948). 

Die Symmetrie zwischen Orts- und Impulsvariablen in den Grundbeziehungen 
der Physik veranlaßte den Verf. zu dem Entwurf einer allgemeinen Relativitäts- 


dabei zunächst das von Born postulierte Reziprozitätsprinzip hineingesteckt. Es 
hat zur Folge, daß der 8-dimensionale metrische Tensor — bei Trennung von Orts- 
und Impulsraum — in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen 4-dimen- 
sionalen Tensor zerfällt. Diese Tensoren werden interpretiert als Ausdruck des Gra- 
vitations- bzw. des elektromagnetischen Feldes. Faßt man Ort und Impuls — wie 
es beim linearen Oszillator üblich ist — zu einer komplexen Größe zusammen, so 
kommt man zu der hermiteschen Metrik, die den Ausgangspunkt von Einsteins 
einheitlicher Feldtheorie bildet. — Die Wahl der Feldgleichungen wird offengelassen, 
dagegen werden die Poissonklammern zwischen den kovarianten und kontravarianten 
Phasenkoordinaten in der üblichen Form postuliert. Dies bedeutet natürlich, daß 
z. B. die Poissonklammer zwischen zwei kovarianten Ortskoordinaten nur im feld- 
freien Fall verschwindet. Für die Quantenmechanik wird daraus auf eine Beschrän- 
kung der gleichzeitigen Beobachtbarkeit zweier Ortskoordinaten eines Partikels ge- 
schlossen. Auf die Beziehung, der beim Verf. auftretenden impulsabhängigen Felder 
zu den neuerdings von Yukawa untersuchten ‚non local fields“ sei hingewiesen. 


Haag (München). 


N MR 
Snyder, Hartland $. 
71, 3841 (1947). 


‚Es wird gezeigt, daß es lorentzinvariante Raum-Zeit-Mannigfaltigkeiten gibt, 
in denen die Raumkoordinaten nur diskreter Werte fähig sind, die Zeit aber in 


kontinuierliches Spektrum hat. Verf. geht von der homogenen quadratischen Form 


4 
aus: (1) -? = m, ni, wo die n reelle Variable sind; sie können als homogene _ 


projektive Koordinaten in einem vierdimensionalen Raum konstanter Krümmung 


gedeutet werden. Die Koordinaten x, y, z, t sind definiert durch 
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a ist eine fundamentale Länge, c die Lichtgeschwindigkeit. Die Operatoren @,..,„et 


werden als hermitisch angenommen, sie sollen auf eindeutige Funktionen der 


wirken. x, y, zhaben die Eigenwerte ma, m eine ganze Zahl mit Einschluß der Null; 


that ein kontinuierliches Eigenwertspektrum von— oobis + 00. Transformationen, 
die (1) und 7, invariant lassen, sind kovariante Lorentztransformationen von 


> Mi Ng; N3- Setzt man diese transformierten n in (2)ein, so erleiden die x,...,ct 
‚eine kontravariante Lorentztransformation. Es entstehen wieder hermitische Ope- 
ratoren mit demselben Eigenwertspektrum wie es die ursprünglichen &,...,et 


'haben. Untersuchung von Impuls- und Drehimpulsoperatoren, und von Vertau- 


schungsrelationen zwischen den hier definierten Größen. Beliebige Translationen 
sind natürlich in diesem Raum nicht möglich. Verf. definiert Translationen durch 


4'’=SAS, wo S eine zunächst beliebige homogene Funktion nullten Grades 
aller 7 ist, S ihr konjugiert komplexer Wert, und A einer der Impuls-, Drehimpuls- 
oder Koordinatenoperatoren. Dann haben die Operatoren A’ dieselben Transfor- 
mationseigenschaften bei Lorentztransformationen wie die A. Wenn nun 
S = exp [im arctg n,/n,] gesetzt wird, so gibt dies eine Translation um ma in der 
x-Richtung. Funktionen S, welche in x, y, 2, ct scharf definierte Translationen 
gleichzeitig erzeugen, gibt es nicht. Bechert (Mainz). 


Sehwinger, Julian: On quantum-eleetrodynamies and the magnetie moment 
of the eleetron. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 73, 416—417 (1948). 

Kurzer Bericht über eine Neuformulierung der Hamiltonfunktion der Quanten- 
elektrodynamik und Folgerungen, die daraus zu ziehen sind. Für hohe Energien 
ist sicher eine weitgehende Änderung der Quantenelektrodynamik nötig; die Neu- 
formulierung bezieht sich auf den Bereich mäßiger Energien. Sie bedeutet eine 
„Neunormierung‘ der Elektronenmasse und -ladung. Die elektromagnetische Masse 
wird zur mechanischen Masse hinzugenommen, und die Polarisation des Vakuums 
in die Neunormierung der Ladung hineingesteckt. In den „Neunormierungsfak- 
toren“ sind also die divergierenden Ausdrücke enthalten, die von der Wechselwirkung 
zwischen Materie und Strahlung herrühren. Die Vorteile der neuen Hamilton- 
funktion sind: Sie enthält die ‚„Gesamtmasse“, nicht nur die nicht beobachtbare me- 
chanische Masse ; Wechselwirkung zwischen Elektron und Strahlungsfeld gibt es nur, 
wenn ein äußeres Feld vorhanden ist; die Wechselwirkung zwischen einem Elektron 
und einem äußeren Feld gibt jetzt Anlaß zu einer endlichen Strahlungskorrektion. 
Das einfachste Beispiel einer solchen Strahlungskorrektion gibt die magnetische 
Wechselwirkung zwischen einem Elektron und einem äußeren Magnetfeld. Sie liefert 
ein zusätzliches magnetisches Moment der Größe: du/u = en]? hc — 1,162 10°. 
Die Messungen der Hyperfeinstruktur von Wasserstoff und Deuterium und die 
g-Werte der 28172, ?Pıyg und %.P3j2-Zustände von K und Ga sprechen für die Richtig- 
keit dieser Rechnung. In einem Coulombfeld gibt die Strahlungskorrektion eine 
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Verschiebung der Energieniveaus für wasserstoffähnliche Atome, wie sie in den 
Feinstrukturen von Wasserstoff, Deuterium und He* gefunden worden ist. Eine 
ausführliche Arbeit wird angekündigt. Bechert (Mainz). 
Sehwinger, Julian: Quantum eleetrodynamies. II. The eleetromagnetie pro- 
perties of the eleetron — Radiative correetions to seattering. Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. S. 76, 790—817 (1949). 


The discussion of vacuum polarization in the previous paper of this series was confined | 
to that produced by the field of a prescribed current distribution. We now consider the induction 
of current in the vacuum by an electron, which is a dynamical system and an entity indistinguish- 
able from the particles associated with vacuum fluctuations. The additional current thus attributed | 
to an electron implies an alteration in its electromagnetic properties which will be revealed by 
scattering in a Coulomb field and by energy level displacements. 'This paper is concerned with | 
the computation of the second-order corrections to the current operator and the application 
to electron scattering. Radiative corrections to energy levels will be treated in the next paper 
of the series. Following a canonical transformation which effectively renomalizes the electron | 
mass, the correction to the current operator produced by the coupling with the electromagnetie 
field is developed in a power series, of which first and second order terms are retained. One 
thus obtains second-order modifications in the current operator which are of the same general 
nature as the previously treated vacuum polarization current, save for a contribution that has | 
the form of a dipole current. The latter implies a fractional increase of &/2rin the spin magnetic 
moment of the electron. The only flaw in the second-order current correction is a logarithmie 
divergence attributable to an infrared catastrophe. It is remarked that, in the presence of an 
external field, the first-order current correction will introduce a compensating divergence. 
Thus, the second-order corrections to particle electromagnetie properties cannot be completely 
stated without regard for the manner of exhibiting them by an external field. Aeccordingly, 
we consider in the second section the interaction of three systems, the matter field, the electro- 
magnetic field, and a given current distribution. It is shown that this situation can be described 
in terms of an external potential coupled to the current operator, as modified by the interaction 
with the vacuum electromagnetic field. Application is made to the scattering of an electron by 
an external field, in which the latter is regarded as a small perturbation. Itis found convenient 
to calculate the total rate at which collisions oceur and then identify the cross sections for- 
individual events. "The correction to the cross section for radiationless scattering is determined 
by the second-order correction to the current operator, while scattering that is accompanied 
by single quantum emission is a consequence of the first-order current correction. The final 
object of caleulation is the differential cross section for scattering through a given angle with |f 
a prescribed maximum energy loss, which is completely free of divergences. Detailed evaluations 
are given in two situations, the essentially elastic scattering of an electron, in which only a small 
fraction of the kinetic energy is radiated, and the scattering of a slowly moving electron with 
unrestricted energy loss. The Appendix is devoted to an alternative treatment of the polarization | 
of the vacuum by an external field. The conditions imposed on the induced current by the | 
charge conservation and gauge invariance requirements are examined. Is is found that the : 
fulfillment of these formal properties requires the vanishing of an integral that is not absolutely 
convergent, but naturally vanishes for reasons of symmetry. This null integral is then used to 
simplify the expression for the induced current in such a manner that direct caleulation yields 
a gauge invariant result. 'The induced current contains a logarithmically divergent multiple 
of the external current, which implies that a non-vanishing total charge, proportional to the 
external charge, is induced in the vacuum. The apparent contradietion with charge conservation 
is resolved by showing that a compensating charge escapes to infinity. Finally, the expression 
for the electromagnetic mass of the electron is treated with the methods developed in this paper. 
(Zusammenfassung des Autors.) [Vgl. I, II, dies. Zbl.32,94und833,234]. Wessel (Dayton/Ohio). _ 

Schafroth, Max Robert: Höhere strahlungstheoretisehe Näherungen zur Klein- || 
Nishina-Formel. Helvetica phys. Acta 22, 501-536 (1949). | 

Die von Tomonaga und Schwinger entwickelten Methoden zur Deutung || 
und Eliminierung der inder Quantentheorie der Strahlung auftretenden Divergenzen | 
erlauben eine Berechnung der höheren störungstheoretischen Näherungen zu den 
Wirkungsquerschnitten für die zwischen Quanten und Dirac-Teilchen möglichen 
Grund-Prozesse. In der vorliegenden Arbeit werden diese Methoden auf den Wir- 
kungsquerschnitt: für den Compton-Effekt angewendet, der bis zu Gliedern der 
Größenordnung e (einschließlich) berechnet wird. Die Rechnung wird parallel in 
Orts- und Impulsraum durchgeführt, ein Vorgang, der den physikalischen Inhalt 
der Theorie und die Bedeutung der weggelassenen divergenten Teile besser erkennen 
läßt. Die explizite Berechnung des Wirkungsquerschnittes beschränkt sich auf den. 


Fall kleiner Energien. Touschek (Glasgow). 


133 
_ Pais, A. and $. T. Epstein: Note on relativistie properties of self-energies. Rev. 
‚modern Phys., New York 21, 445—-446 (1949). 

_ Die Berechnung der Selbstenergie eines Elektrons vom Impuls p nach der 
‘Methode von Tomonaga, Schwinger u.a. führt zu einem Ausdruck, der sich 
'wie ein Massenterm transformiert. D.h.die Beiträge der verschiedenen Teile des 
‚Impulsraumes werden so summiert, daß die Eigenspannung (S — f T!; dv) Null 


ist. (Bekanntlich hängt die Art der Ausführung dieser Summation von p ab. Die 


genannte Methode wählt gerade diejenige Abhängigkeit von p aus, die zur Eigen- 
‚spannung Null führt.) Andererseits bekommt man mit derselben Methode für die 


gpaepsanung im Falle 2 = 0, wo keine derartige Abhängigkeit von p vorhanden 


ist, &8(0) = f T!, (0) dv(0)) =— ma/2r (m = Elektronenmasse). — Bei An- 
‚wendung der Tensortransformationsformel E — zZ führt dies zu einem para- 


doxen Ergebnis. Hält man sich aber an die direkte Berechnung der Selbstenergie 
nach Tomonaga u.a., so ergeben sich aus S(0) + 0 keine Schwierigkeiten für 
den Transformationscharakter der Selbstenergie. Oehme (Göttingen). 

Hu, Ning: On the treatment of quantum eleetrodynamies without eliminating 
the longitudinal field. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 77, 150 (1950). 

In einer früheren ‘Arbeit desselben Autors [Phys. Rev., Lancaster Pa., 1. S. 
76, 391—395 (1949)] über die gleiche Frage war implizite eine Beziehung verwendet 
worden, deren Richtigkeit Zweifeln unterliegt. Es wird nun gezeigt, daß die dort 
aufgestellte Äquivalenz zwischen korrekter Behandlung quantenelektrodynamischer 
Probleme (d.h. unter Elimination der longitudinalen Feldkomponenten) und der- 
jenigen ohne diese Elimination dennoch bestehen bleibt, solange man sich auf 
Probleme beschränkt, die sich durch eine (Heisenbergsche) $S-Matrix beschreiben 
‚lassen, bei denen also nur die Gesamtentwicklung des Systems von der Zeit t, =— © 
bis t5 = + ©o eine Rolle spielt. In anderen Fällen (endliches t,) ist die Gültigkeit 
der Äquivalenz unwahrscheinlich. Schafroth (Zürich). 

Breit, G.: Does the eleetron have an intrinsie magnetie moment? Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 72, 984 (1947). 

Die Hyperfeinstruktur des Grundterms von Wasserstoff und Deuterium ist um 
0,26 bzw. 0,31%, größer, als man nach den gemessenen magnetischen Kernmomenten 
erwarten sollte. Verf. versucht, diesen Unterschied durch die Annahme zu erklären, 
daß das Elektron ein kleines magnetisches Eigenmoment hat von der Größe 
u, = — 0,0056 upon. Die von Lamb und Retherford [Phys. Rev., Lancaster Pa., 
II. S. 72, 241 (1947)] gefundene Abweichung der Wasserstoff-Feinstruktur von der 
Sommerfeldschen Feinstrukturformel kann aber mit einem magnetischen Eigen- 
moment des Elektrons der angegebenen Größe nicht erklärt werden; Verf. hält es 
für möglich, daß u, neben der von Bethe [Physie. Rev., Lancaster Pa., II. 8. 
72, 339 (1947)] nachgewiesenen Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld für die 
Wasserstoff-Feinstruktur eine Rolle spielt. Bechert (Mainz). 


Wildermuth, Karl: Der analytische Zusammenhang zwischen den Streumatrix- 
Elementen und den diskreten stationären Zuständen in der Heisenbergschen S- 
"Matrix-Theorie. Z. Phys. 127, 85—91 (1950). 

Im Anschluß an die Heisenbergsche Theorie der S-Matrix hat Kramers ge- 
"zeigt, daß sich die stationären Zustände eines Systems durch analytische Fortsetzung 
der S-Matrix bestimmen lassen, derart, daß diskrete Zustände nur dann auftreten 
können, wenn die S-Matrix für negativ imaginäre Wellenzahlen Nullstellen aufweist 
[s. Heisenberg, Z. Naturforsch. 1, 608 (1946)]. Ma [Phys. Rev., Lancaster Pa., 
"II. S. 69, 668 (1946)] zeigte an einem Gegenbeispiel, daß es Nullstellen geben kann 
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(redundant zeros), denen keine diskreten Zustände entsprechen. In der vorliegenden | 
Arbeit wird gezeigt, daß die Kenntnis der S-Matrix in einer infinitesimalen Umge- 
bung der positiv reellen Achse der Wellenzahl-Ebene zur eindeutigen Bestimmung 
des diskreten Spektrums und damit zur Eliminierung der „redundant zeros‘ aus- 
reicht. Touschek (Glasgow). 
Wildermuth, Karl: Das analytische Verhalten der asymptotischen Wellenfunk- 
tion und die S- bzw. n-Matrix für mehrere Teilchen. Z. Phys. 127, 92—121 (1950). 
Das analytische Verhalten der Heisenbergschen S-Matrix wird an einem Beispiel: 
der Streuung zweier auf einer Geraden frei beweglichen Teilchen, von denen das eine 
durch eine S-funktionsartige Wechselwirkung an den Ursprung gebunden ist, 
untersucht. Es zeigt sich, daß zwischen den reine Streuung beschreibenden Matrix- 

. Eiementen und jenen, die unelastische Prozesse wie die ‚„‚lonisation‘‘ des einen Teil- 
chens beschreiben, ein analytischer Zusammenhang besteht. Der elastische Zweig 
der S-Matrix ist analytisch bis auf jene Ausnahmestellen, an denen neue Prozesse 
möglich werden. An diesen Ausnahmestellen treten logarithmische Singularitäten 
auf. Touschek (Glasgow). 

Wildermuth, Karl: Das analytische Verhalten der asymptotischen Wellenfunktion 
und die zugehörige S-Matrix für mehrere Teilchen. II. Z. Phys. 127, 122—152 (1950). 

Das vorstehend besprochene Beispiel wird auf den 3-dimensionalen Raum ver- 
allgemeinert. Die Beziehung zwischen elastischen und unelastischen Streuquer- 
schnitten bestätigt sich auch in diesem Fall und scheint allgemein zu gelten. Das 
gleiche gilt für die Singularitäten der S-Matrix. Es wird eine allgemeine Methode 
angegeben, mit der sich prinzipiell die Matrix-Elemente für die unelastischen Pro- 
zesse aus den elastischen Matrix-Elementen herleiten lassen. Touschek (Glasgow). 

Stueckelberg, E. €. 6. et D. Rivier: Causalite et structure de la matrice S. Helve- 
tica phys. Acta, Basel 23, 215—222 (1950). ; 

Die Struktur der Integralkerne in den Koeffizienten der Entwicklung der 
S-Matrix nach Funktionen der Feldoperatoren wird u.a. bestimmt durch die For- 
derung der Kausalität in der Theorie. Dabei ist unter Kausalität zu verstehen, 
daß auch in intermediären Zuständen nur etwas absorbiert werden kann, was 
vorher schon vorhanden war, und daß jede Emission sich später auswirkt. Als 
quantentheoretische Korrespondenz zu den klassischen Funktionen Dre (x— «') 
ergeben sich die Wahrscheinlichkeits-Amplituden D° (x«— x’) der kausalen Wir- 
‚kung von x nach «’. De (« — x) entspricht der Funktion Dr (x— x’) bei Dyson 
(dies. Zbl. 33, 142). Weiter wird eine andere Methode angegeben neben der in- 
varianten Integration der funktionalen Bewegungsgleichung i 8W/do (x) =eH(») 
die auch zu einer unitären und in ihrer Struktur kausalen S-Matrix führt. Diver- 
genzen treten bei dieser Methode nicht auf, dafür enthält aber die S-Matrix un- 
bestimmte Terme. Das Problem der Elimination der Divergenzen wird also hier 
ersetzt durch das der Bestimmung der nicht definierten Teile der Matrix. Es gibt 
dazu eine en Methode, die nach den bisher durchgeführten Rechnungen 
in zweiter Näherung zu analogen Resultaten führt, wie sie Tomona ga,Schwinger 


u.a. erhalten haben. Oehme (Göttingen) 


Eden, R. J.: Heisenberg’s S matrix for a system of many parti 
Soo., London, A198, 540-559 (1949). ee 
Wenn man von der Erzeugung und Vernichtung von Teilch i > i 
lichen Züge eines Mehrkörperzusammenstoßes ech BEN er en n ee 
aus zwei Teilchen und einem festen Streuzentrum. Es läßt sich zeioen eb dert ee n 
Wellenfunktion, der von Moller als der „ausgehende“ Teil bezeichnet wird cn a Ter ir FR 
hält, der eine vollständig ausgehende Welle darstellt, aber auch Terme, die die Int er nzeffek S 
zwischen der eingehenden Welle eines Teilchens und der ausgehenden Welle desand. r Wr en e 
Entsprechend den letzteren Termen gibt es singuläre Eigenzustände der S-Matı ES ae ae 
zeitige Eigenzustände der getrennten kinetischen Energien der Teilchen si an je, BIRIEE 
Eigenzustände werden als nieht-singulär bezeichnet, und für diese kann ri ü Sun erden 
kinetischen Energien ein bestimmter Wert beigelegt werden. Analytische ee 


seattering problems of quantum theory. Proc. Symposia appl. Math., Nr. 2 
(Massachusetts Institute of Technology, July 29—31, 1948. Electromagnetic theory.) 
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 singulären Eigenzustände in der komplexen Ebene der gesamten kinetischen Energie zeigt, daß 
_ ‚die entsprechenden Eigenwerte von 8 zur Bestimmung der Energieniveaus von Zuständen dienen 


» 
B. 


135 


BOREr ; 
x KEN T 
+ G i 


können, in denen beide Teilchen an das Kraftzentrum gebunden sind. Die Eigenwerte für die 
singulären Eigenzustände führen zu der Bindungsenergie einer einzelnen Partikel im Streufelde 
der anderen. Der Formalismus wird ausgedehnt bis zum Einschluß singulärer Eigenzustände, 


. die die Streuung einer Partikel an dem Zentrum und der daran gebundenen andern Partikel 


beschreiben. (Zusammenfassung des Autors.) Wessel (Dayton/Ohio). 
Feenberg, Eugene: A method of analytieal eontinuation in the eigenvalue and 


9 


20 (1950). 

Vgl. Feenberg, Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 74, 206-210, 664—-669 
(1948); dies. Zbl. 34, 425. 

Borsellino, Antonio: La nuova teoria delle „osservabili‘‘ di Heisenberg. Sigma, 
Roma %2, 459—468 (1948). 

Verf. gibt eine kurze Übersicht über den wesentlichen Inhalt der Heisenberg- 
schen Quantentheorie unter Beschränkung auf die beobachtbaren Größen aus dem 
Jahre 1943 [Z. Phys. 120, 513 und 673 (1943)]. Die bekannten Schwierigkeiten 
(Versagen bei großen Geschwindigkeiten, bei der Theorie der Elementarteilchen usw.) 
veranlaßten Heisenberg, eine neue Theorie vorzuschlagen, in die nur die Bestim- 
mwigsstücke freier Teilchen, Energieinhalte, Wirkungsquerschnitte und Verweil- 
zeiten eingehen. Aus den für das asymptotische Verhalten von Wellenfunktionen 
geltenden Formeln kann er eine S-Matrix einführen, die die Berechnung von Stoß- 
größen gestattet und die den Vorzug hat, lorentzinvariant zu sein. Ihre Aufstellung 
gelingt aber vorerst nur mittels eines Korrespondenzprinzips, so daß eine Erprobung 
der Theorie noch nicht durchführbar ist. Kratzer (Münster i2 W.). 


Hamilton, J.: Collision problems and the theory of radiation damping. Proc. 
phys. Soc. London, Sect. A 62, 2—11 (1949). 
Es wird die Beziehung untersucht zwischen den Ergebnissen, welche die von 


 Heitler und Peng [Proc. Cambridge philos. Soc. 38, 296 (1942); dies. Zbl. 28, 282] 


angegebene Methode zur Behandlung der Strahlungsdämpfung liefert, und denen 
der strengen Behandlung gewisser Stoßprobleme; auch mit der Bornschen Näherung 
wird verglichen. Zunächst wird der Stoß eines Elektrons gegen ein Zentralfeld 
endlicher Reichweite behandelt; als Randbedingung wird Verschwinden der Wellen- 
funktion gefordert auf einer hinreichend großen Kugel um die Quelle der Zentral- 
kraft. Die Heitlersche Methode gibt für die ‚Phase‘ der Wellenfunktion in großer 
Entfernung vom Streuzentrum denselben Wert wie die Bornsche Näherung. Die 
Heitlersche Methode gibt aber falsche Resultate in Fällen, in denen die Bornsche 
Näherung nicht mehr gilt. Das Glied, das nach der Heitlerschen Methode wegzulassen 
ist, weil es bei der Behandlung von Strahlungsproblemen divergente Ergebnisse 
liefert, gibt bei der Streuung am statischen Zentralfeld gerade die richtige Ergänzung 
zur Bornschen Näherung, es darf hier also nicht weggelassen werden. Dieselben 
Fragen werden für das Coulombfeld gestellt und im gleichen Sinn beantwortet. 
Bemerkungen über den strahlungslosen Stoß zweier Elektronen bei hohen Geschwin- 
digkeiten, mit näherungsweiser Berücksichtigung der Retardierung; auch hier 
scheint das „Abschneiden“ gewisser Ausdrücke nach dem Schema der Heitlerschen 
_ Theorie nicht gerechtfertigt. Bechert (Mainz). 

Hamilton, J.: Damping theory and the propagation of radiation. Proc. phys. 
Soc. London, Sect. A 62, 12—18 (1949). 

Ferretti und Peierls [Nature, London 160, 531 (1947)] haben die Vermutung 
ausgesprochen, daß die Quantentheorie der Strahlungsdämpfung auf das unrichtige 
Ergebnis führt, daß die Energie von einem Atom zu einem anderen bei der Licht- 
zustrahlung mit anderer Geschwindigkeit wandert als der Lichtgeschwindigkeit. 
Verf. zeigt, daß diese Vermutung nicht richtig ist. Für die Rechnung wird angenom- 
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men, daß zwei gleiche Atome zusammen mit dem Strahlungsfeld sich in einem großen | 
. würfelförmigen Kasten befinden. Am Rand gilt die „Periodizitätsbedingung“. 


Jedes Atom soll nur einen angeregten Zustand haben. Zustände, in denen mehr als 


ein Lichtquant vorhanden wäre, werden nicht berücksichtigt. Zu Anfang soll eines 


der zwei Atome angeregt sein. Die Rechnung zeigt, daß die Anregungswahrschein- 
lichkeit für das andere Atom erst von der Zeit r/c an von Null verschieden ist, wenn r 
der Abstand der beiden Atome ist und c die Lichtgeschwindigkeit. Bechert (Mainz). 


Hu, Ning: Further investigations on proton isobars in the theory of radiation. | 
damping. Proc. Irish Acad. A 52, 223—252 (1949). | 


Partant de la theorie du „‚radiation damping“ de Heitler, Wilson et Peng 


dans laquelle la matrice S est donnee sans qu’il existe un hamiltonien, P’A. etendant 


la methode du prolongement analytique de Kramers et Heisenberg, calcule 
d’une fagon generale les sections efficaces de photodesintegration et les moments 
magnötiques correspondant aux 6tats stationnaires d’une particule l&gere dans le 
champ de force d’une particule lourde pour une matrice S donnee. Les resultats 


obtenus sont appligues, utilisant des r&sultats anterieurs de ’A. [W. Heitler et | 


N. Hu,Proc. Irish. Acad. A 81,9 (1947); N. Hu, Proc. Irish Acad. A 52, 51—68 (1948)] 


A ’etude des 6tats isobares du proton et au calcul des sections efficaces de diffusion | 
et des valeurs de l’&nergie des &tats isobares correspondant & des Etats pour lesquels | 
deux m6sons sont presents. La discussion de la possibilite d’existence d’etatsisobares | 


du nucleon avec une charge totale 3 ou —2 montre que de tels Etats ne peuvent 
exister dans la theorie du damping. @G. Petiau (Paris). 
Yang, €. N.: Seleetion rules for the dematerialization of a partiele into two 
photons. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 77, 242—245 (1950). 
Die Arbeit will zeigen, daß es Auswahlregeln gibt, die die Dematerialisation 


von Teilchen (Elektron-Positron-Zerstrahlung, Mesonenzerfall) bestimmen. Z. B.istdie 


Tatsache, daß ein vektorielles Meson nicht in zwei Photonen zerfallen kann, eine un- 
mittelbare Folgerung aus diesen allgemeinen Regeln. Die Auswahlregeln werden 
aus sehr allgemeinen Invarianzprinzipien abgeleitet. Sie gestatten Aussagen über 
die Polarisation der emittierten Photonen. K.-H. Höcker (Stuttgart).. 


Benedetti, 8. de, €. E. Cowan, W. R. Konneker and H. Primakoff: On the angular 


distribution of two-photon annihilation radiation. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. 
Ss. 77, 205—212 (1950). 


Man beobachtet in der Richtung, unter der zwei Photonen bei der Zerstrahlung 
eines Elektron-Positron-Paares ausgesandt werden, eine Abweichung von ungefähr | 
1/137 vom Winkel x, der bei einer Zerstrahlung in Ruhe erwartet werden muß. 
Da die Abweichung sehr klein ist, muß die Schwerpunktsbewegung des Elektronen- 
paares sehr gering sein. Ein in Materie eingeschossenes Positron muß daher in sehr | 
viel kürzerer Zeit auf thermische Energie abgebremst werden, als im Mittel bis | 


zur Zerstrahlung vergeht, so daß nur die Nullpunktsbewegung des entarteten Elek- 
tronengases den Schwerpunktsimpuls bestimmt. K.-H. Höcker (Stuttgart). 


MeÜonnell, J.: Caleulation of self-energy of partieles. Meson with spin zero. 


Nature, London 164, 218—219 (1949). 


Das Problem der elektromagnetischen Selbstenergie skalarer Mesonen wird an | 
Hand des Schwinger-Tomonagaschen Formalismus untersucht. Dieser liefert eine | 


Hamilton-Funktion, die sich in ein im Vektorpotential lineares und ein quadratisches 
Glied aufspalten läßt. Das letztere Glied führt zu einem quadratisch divergierenden 
Resultat, das jedoch nicht eindeutig ist und einfach gleich Null gesetzt werden kann 
Das lineare Glied liefert einen logarithmisch divergierenden Beitrag zur Selbst- 
energie, der sich mit Hilfe einer Abschneidevorschrift normalisieren läßt. Gora. 


Heitler, W. and J. MeConnell: Partieles with spin one. Nat T; 
219-220 (1949). p ature, London 164, 


| | ——————— 


BT. 

_ Ähnlich wie für skalare Teilchen (s. vorsteh. Referat) erhält man für die elektro- 
magnetische Selbstenergie vektorieller Teilchen Beiträge in Form logarithmisch 
und quadratisch divergierender Glieder. Ebenso wie im Fall skalarer Teilchen lassen 
sich die letzteren nicht eindeutig bestimmen. Eine Besonderheit für vektorielle 
Teilchen ist jedoch, daß diese Beiträge nicht die Transformationseigenschaften einer 
Masse haben und sich vorläufig nicht in eindeutiger Weise zum Verschwinden bringen 
lassen. Verff. weisen auf die Möglichkeit hin, daß das Regularisationsverfahren 
von Pauli und Villars [Rev. modern Physies, New York 21, 434—444 (1949)] 
zur Überwindung dieser Schwierigkeiten führen könnte. Cora, (Rhode Island). 

Sokolov, A. und B. Kerimov: . Über die Masse der neutralen Mesonen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 199—201 (1949) [Russisch]. 

Verff. zeigen, daß sich aus einer Diskussion der Gleichgewichtszustände schwerer 
Kerne an Hand der Hartree-Fockschen Methode bestimmte Schlüsse betreffs des 


Wechselwirkungspotentials zwischen Kernteilchen ziehen lassen. U.a. ergibt sich, 


' daß die Masse neutraler Mesonen, denen die Wechselwirkung zwischen den Kern- 
teilchen zugeschrieben wird, 130 Elektronenmassen nicht erheblich überschreiten 
darf. Dieses Resultat wird mit neueren Ergebnissen über den Zerfall schwerer 
Mesonen in Zusammenhang gebracht. Gora (Rhode Island/Providence). 

„ Matthews, P. T.: The application of the Tomonaga-Schwinger theory to the 
interaction of nueleons with neutral scalar and veetor mesons. Phys. Rev., Lan- 
caster Pa., II. S. 76, 1657-1674 (1949). 

Die Tomonaga-Schwingersche Theorie der Quantentheorie der Wellenfelder 
wird auf die Wechselwirkung von neutraien skalaren und vektoriellen Mesonen mit 
Nukleonen angewandt. Die Selbstenergien von Meson und Nukleon werden berechnet. 
Sie erweisen sich als invariant und können ebenso wie die Elektronenselbstenergie 
durch Renormierung der Teilchenmasse wegtransformiert werden. Im Unterschied 
zur Schwingerschen Theorie werden hier Wechselwirkungen betrachtet, die Ablei- 
tungen der Feldgrößen enthalten. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Morette, Ceeile: On the produetion of z-mesons by nueleon-nucleon ceollisions. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. s. 76, 1432—1439 (1949). 

Verf. berechnet den Wirkungsquerschnitt für die Erzeugung eines pseudo- 
skalaren Mesons mit pseudoskalarer Kopplung zwischen Meson- und Nukleonenfeld, 
Das Verfahren ist relativistisch invariant. Es wird die geladene und die symmetrische 
Theorie benützt. Die Energieverteilung des Mesons und der reagierenden Nukleonen 
ist ungefähr die gleiche wie die Energieverteilung, die man auf Grund rein stati- 
stischer Ansätze erhalten würde. Wenn die Energie E des einfallenden Nukleons groß 
ist gegen seine Ruhenergie M, ist der Wirkungsquerschnitt für die geladene Theorie 


R 8 \ ME 
o=() (Zr 2) Baar 


(wobei h=c=1 gesetzt ist). Nach der symmetrischen Theorie ist o dreimal 
größer. Der Wirkungsquerschnitt für Energien oberhalb der doppelten Mesonen- 
ruhenergie 2u, aber klein verglichen mit der Nukleonenruhenergie, ist formelmäßig 
etwas komplizierter: 


2\3 8 
o=a.(, 


2 = 2u M 2 
) M [M (E — M)]”” 


# M 

K.-H. Höcker (Stuttgart). 
Dolginov, A. Z. und $. V. Ismailov: Über die Wahrscheinlichkeit der Verwand- 
lung von Mesonen. Doklady Akad. Nauk SSSR;, n. 8. 68, 261—263 (1949) [Russisch]. 
Der Zerfalleines Teilchens in zwei und mehrere wird en unter Verwen- 
dung.der üblichen Wellengleichungen der Teilchen und des Formalismus der Quanten- 


theorie der Wellenfelder, diskutiert. Für die Wechselwirkung wird dabei die all- 
gemeinste lineare Form angenommen. Im einzelnen werden untersucht : Zerfall eines 
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Teilchens mit Spin 1/2 in zwei Teilchen, eines mit Spin 1/2 und das andere mit 


Spin 0; Zerfall eines geladenen Teilchens mit Spin 1 in eines mit Spin 0 und ein 
Liehtquant oder Neutretto. Gora (Rhode Island/Providence). 


Rudermann, M. andR. Finkelstein: Note on the deeay of the z-meson. Phys. 


Rev Lancaster Pa... IL. 8.76,,1458=1460 (1949). | 


Verff. benützen ein symmetrisches Kopplungsschema nach dem Vorgang von 
Wheeler und Tiomno [Rev. modern Phys., New York 21, 153 (1949)] und an- 


deren. Danach ist direkt verkoppelt N, P mit (u, »), (u, ») mit (e, v), (e, v) mit N, 


Außerdem hängen die Nukleonen N, P direkt mit -Mesonen zusammen. Der Zer- 


{all der x-Mesonen ist dann ein indirekter Prozeß, der über die virtuelle Erzeugung 


eines Nukleonenpaares verläuft. Bei dessen Berechnung treten sowohl beim 
(u, v)-Zerfall wie beim (e, v)-Zerfall divergierende Integrale auf, die eine numerische 
Berechnung des Einzelprozesses verhindern. Da jedoch beide Integrale gleich sind, 


er kann man auf das Verhältnis der beiden Zerfallszeiten schließen. Nach der Er- 


fahrung überwiegt der (u, »)-Zerfall bei weitem. Nach der Rechnung erhält man 
ein hiermit verträgliches Ergebnis nur, wenn man die z-Mesonen als pseudoskalar 


behandelt und die Kopplung: des ß-Zerfalls pseudovektoriell angesetzt wird. 


K.-H. Höcker (Stuttgart). 
Sneddon, I. N. and B. F. Touschek: The production of mesons by eleetrons. 


Proc. R. Soc., London, A 199, 352—361 (1949). 


Es wird der Wirkungsquerschnitt für die Erzeugung eines Mesons beim Durch- 
gang eines Elektrons durch ein Kernfeld berechnet. Der Vorgang beruht auf dem 


 „Stör“-operator - H’—= A,j, in der Hamiltonfunktion (A,: Viererpotential des 


Flektronenfeldes, j,: Viererstrom des entstehenden Mesonenfeldes). Die Rechnung 


wird für die pseudoskalare Mesonentheorie durchgeführt. Bei der Berechnung der 


Matrixelemente wird der Rückstoß des Kernteilchens vernachlässigt. Der Mesonen- 
strom zeigt 2 Komponenten: eine isotrope Komponente, herrührend von der direkten 
Umwandlung elektromagn. Feld — Meson, und eine anisotrope (Vorwärts-)Kompo- 
nente, herrührend von der Ablösung des Mesons aus dem ‚‚dissoziierten‘“ Zustand. 
Der Effekt des Kernfeldes auf das Meson wird nachträglich als „Gamow“-Faktor 
berücksichtigt. Für eine Elektronenenergie von 300 MeV wird die Energieverteilung 
der entstehenden Mesonen graphisch dargestellt. Sie fällt mit wachsender Energie 
zuerst langsam, zuletzt sehr rasch ab. Der Absolutwert des Wirkungsquerschnitts 
liegt bei etwa 2 - 10-30 cm? pro Kernteilchen. Er beträgt nur etwa ein Hundertstel 
des Wirkungsquerschnitts für die Entstehung von Mesonen aus y-Strahlen. Um die 
Entstehung aus Elektronen rein beobachten zu können, muß man deshalb sehr 
dünne Schichten verwenden, bei Pb etwa 0,05 mm. Volz (Erlangen). 


Broglie, Louis de: Sur les champs er66s par le proton et par le neutron. C. r. 
Acad. Sci., Paris 229, 640—643 (1949). 

Verf. überträgt die mesonenartige Theorie des Elektrons auf Proton und Neu- 
tron. Er diskutiert folgende Potentiale: (g/r) (er— e-Kır) fürs Neutron, 
(1/r) (ee”?" + (g— e) etvr— ge#or) fürs Proton. Darin bestimmt y die in des Verf. 
Photonentheorie auftretende sehr kleine Photonenmasse, und hier ist praktisch 
y= 0. Die Konstanten k,und X, bestimmen sich ebenso wie g aus Protonen-, Neu- 
tronen- (und Elektronenmasse). Verf. gibt an: ik, — 548 Mgc, RK,= 169 Mc, 
9=— 1,8e. Im Vergleich mit den Angaben anderer Autoren ist der Wert von ky 
(Fiko/ce = 4,137 my) überraschend. Das liegt an der speziellen Art des Ansatzes für 
die Wechselwirkungsenergie W = — (1/8) N: VAVdr, die innerhalb der Max- 
wellschen Elektrodynamik selbstverständlich ist, deren Bedeutung in einer verall- 
gemeinerten Theorie noch untersucht werden muß. Bopp (München). 

e Devons, S.: Exeited states of nuelei. (Cambridge Monographs on Physics.) 
Cambridge: At the University Press 1949. IX, 152 p.; 12. 6d. net. 
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Bau der Materie: 


Lundquist, $8.: Experimental investigations of magneto-hydrodynamie waves. | 


Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 1805—1809 (1949). 

Alfven hat gezeigt, daß in elektrisch gut leitenden Flüssigkeiten und Gasen 
bei Gegenwart eines äußeren Magnetfelds 9, unter bestimmten Bedingungen elektro- 
magnetisch-hydrodynamische Wellen möglich sind. Diese beruhen darauf, daß die 
Materie wegen ihrer guten Leitfähigkeit (o, el. st. E.) an den magnetischen Kraft- 
linien sozusagen festhängt und daß längs der Kraftlinien der Maxwellsche Zug 
wirkt; jede transversale Störung läuft im Idealfall o = oo mit der Geschwindigkeit 


V82/4x 0 (o Dichte) längs der Kraftlinien weiter. Die von Alfven formulierten 


Gleichungen werden auf den Fall zylindersymmetrischer Bewegung um die Rich- 
tung eines homogenen äußeren Magnetfelds als Achse spezialisiert, und es werden 


Lösungen gesucht, welche längs 9 fortschreitende Wellen der willkürlichen Kreis- 
frequenz w darstellen. Es zeigt sich, daß für sehr hohe Frequenzen nur Oberflächen- 


effekte auftreten, für sehr kleine Frequenzen dagegen die Dämpfung durch Joulesche 


Wärme zu groß wird. Die Bedingung dafür, daß ein Zwischenfrequenzbereich _ ER 


existiert, in dem ‚ideale‘ Wellen der obengenannten Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


möglich sind, ergibt sich zu H, R> Vo c2/o, wo R der Radius des Gefäßes ist. 
Es werden dann Versuche mit Quecksilber beschrieben, bei denen Frequenzen der 
Ordnung 10° bei Feldstärken bis zu 13000 Gauß angewandt wurden. Der Boden 


des Gefäßes war mit radial gerichteten Streifen besetzt und wurde in Torsions- 
schwingungen sehr kleiner Amplitude versetzt. Gemessen wurden Dämpfung und 


Phasendifferenz zwischen Boden und Oberfläche, die sich einigermaßen wie ge- 
rechnet ergaben. Die große Bedeutung dieser Erscheinungen für die kosmische 


Physik wird hervorgehoben. L. Biermann (Göttingen). 


Corner, J.: The effect of diffusion of the main reaetants on flame speeds in gases. 
Proe. R. Soc., London, A 198, 388—405 (1949). 

Es wird die stationäre, eindimensionale Wanderung einer Flamme in einem 
brennbaren Gas behandelt, Wärmeleitung und Diffusion werden berücksichtigt. Die 
Wärmeleitfähigkeit und der Diffusionskoeffizient werden als unabhängig von Tem- 


peratur und Gemischzusammensetzung angesehen. Die Differentialgleichungen des 


Problems werden für 3 typische Formen der Reaktionsgeschwindigkeit näherungs- 
weise gelöst. Die erste Näherung ergibt sich dadurch, daß nur die im Gebiet hoher 
Temperaturen wesentlichen Glieder beibehalten werden. Diese Näherung wird dann 
in die Gleichung eingesetzt, welche die Gemischzusammensetzung in Abhängigkeit 
von der Temperatur bestimmt. Die Gleichung läßt sich in ihrer angenäherten Form 
integrieren; Einsetzen der Randbedingungen, welche für das Unverbrannte und das 
Verbrannte gelten, gibt eine Beziehung, aus der die Flammengeschwindigkeit be- 
rechnet werden kann. Vergleich mit der numerischen Integration eines Beispiels 
zeigt, daß die Näherung gut ist. Die Diffusion hat einen merklichen Einfluß auf 
die Flammengeschwindigkeit. Die Rechnung liefert auch die Gemischzusammen- 
setzung und den Temperaturverlauf. Bechert (Mainz). 


Conwell, E. and V.F. Weisskopf: Theory of impurity scattering in semiconductors. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 77, 388—390 (1950). 

Kombinierte Hall-Effekt- und Leitfähigkeitsmessungen an Ge bei niederen 
Temperaturen zeigen das Vorhandensein eines neben dem gewöhnlichen thermischen 
existierenden Streumechanismus der Leitungselektronen. Es wird die Annahme 
gemacht, daß derselbe durch Rutherfordsche Streuung der freien Elektronen an 
ionisierten Fremdatomen erfaßt werden kann. Die übliche Lösung der Lorentzschen 
Stoßgleichung liefert für diese Art der Wechselwirkung eine 7’?-Abhängigkeit der 
Beweglichkeit. Brauer (Berlin). 
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Hosemann, Rolf: Röntgeninterferenzen an Strichgittern mit Flüssigkeitsun- 
ordnung. Z. Phys. 127, 16—40 (1950). 
Als Grundlage für die Untersuchung der Röntgeninterferenzen von hochpoly- 


.meren Stoffen werden die Interferenzen eines Strichgitters mit flüssigkeitsähnlicher 


Unordnung mit Hilfe der Laplace-Transformation berechnet, welcher hierbei die- 
selbe Bedeutung zukommt wie bei der Analyse zeitlich aperiodischer Vorgänge. 
Die Oberfunktion gibt die Verteilung der streuenden Elemente als Funktion des Orts 


an, die Unterfunktion die Streuamplitude als Funktion des Abbeugungswinkels und 


kann allgemein in Abhängigkeit von der Statistik und den Gitterparametern disku- 
tiert werden. Die wesentlichen Ergebnisse sind: Bei kleinen Streuwinkeln entsteht 
durch Fresnelsche Beugung ein von der inneren Gitterstruktur unabhängiger, nur 


- durch die äußeren Gitterabmessungen bestimmter ‚„Zentralfleck“, dessen Inten- 


sität proportional zum Quadrat der Anzahl N der Gitterstriche und dessen Breite 
proportional zu 1/N ist. Unter Abbeugungswinkeln, welche einer der Braggschen 


Bedingung ähnlichen Bedingung genügen, treten eigentliche Reflexe als „Spiege- 


lungen‘ des Zentralflecks auf. Dabei wirken die Netzebenen als um so bessere Spiegel, 
je kleiner die statistischen Abstandsschwankungen sind. Es genügen schon kleine 
Abstandsschwankungen benachbarter Gitterstriche, damit stark gestörte diffuse 
Reflexe entstehen, die als Bilder stark mattierter Spiegel anzusehen sind. Bei starken 
Abstandsschwankungen zwischen Nachbarn entarten die eigentlichen Reflexe zu 
„Flüssigkeitsinterferenzen“, deren Maxima sich nur noch schwach aus dem diffusen 
Untergrund herausheben und deren Lage nicht mehr durch eine Braggsche Refle- 
xionsbedingung für den mittleren Abstand gegeben ist. Die Strukturanalyse ist in 
diesem Falle sehr erschwert und ohne Zuhilfenahme des Zentralflecks nicht mehr 
möglich. Einige Typen von Statistiken werden näher diskutiert, die Berechnung 


spezieller Streudiagramme und ihr Vergleich mit experimentell gewonnenen Dia- 


grammen soll an anderer Stelle erfolgen. A. Kochendörfer (Stuttgart). 


Heidenreich, R. D.: Eleetron mieroscope and diffraction study of metal erystal 
textures by means of thin seetions. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 993—1010 
(1949). 

Im theoretischen Teil wird eine Darstellung der dynamischen Theorie der Elek- 
tronenbeugung gegeben, welche leichter verständlich ist als die nach Ansicht des 
Verf. mathematisch und physikalisch schwierige ursprüngliche Theorie von Bethe 
und ihre späteren Modifikationen. Dabei wird von der Näherung nahezu freier 
Elektronen und der Brillouinzonen Gebrauch gemacht. Das Potential wird als drei- 
fach periodisch angenommen und durch eine dreifache Fourierreihe nach den rezi- 
proken Gittervektoren dargestellt. In der allgemeinen Lösung der Schrödingerglei- 
chung,dienach Bloch eine ebene, mit der Gitterperiodizität modulierteWelle darstellt, 
wird die Modulationsfunktion ebenfalls in eine Fourierreihe entwickelt, für deren Koef- 
fizienten sich eine Dispersionsgleichung ergibt. Durchgerechnet ‚wird der praktisch 


_ wichtige Fallzweier starker Wellen, wofür die bekannten Bedingungen und Energiever- 


hältnissean Hand der Ewaldschen Ausbreitungskugel und der Brillouinzonen im rezi- 
proken Gitter anschaulich interpretiert werden. Es wird auch der Fall diskutiert 
daß die Wellenvektoren in der Nähe der Ecke zweier Brillouinzonen enden und gezeigt, 
daß dann verbotene Reflexionen auftreten können (Näheres s. nachsteh. Ref.). 
Unter Berücksichtigung der Randbedingungen für einen endlichen Kristall ergibt 
sich die Beugungsintensität als periodische Funktion der Kristalldicke (Bem.d. 
Ref.: Die Lösung entspricht der Ewaldschen Pendellösung in der dynamischen 
Theorie der Röntgenstrahlen). Mit Hilfe dieser Ergebnisse werden die Beugungs- 
erscheinungen an dünnen Metallplättchen, für welche ein elektrolytisches Herstel- 
lungsverfahren ausführlich beschrieben wird, interpretiert und so das Gefüge nach 
Kaltbearbeitung, Erholung und Ausscheidung untersucht. Kochendörfer. 


Heidenreich, R. D.: Theory of the „‚Forbidden“ (222) eleetron reflection in the 
. diamond strueture. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. 8. 77, 271—283 (1950). 

' Verf. erweitert die dynamische Theorie der Elektronenbeugung für den Fall, 
daß der Ausbreitungsvektor der auf einen Kristall einfallenden ebenen Welle auf 
oder in der Nähe einer Kante einer Brillouinzone endigt. Die durchgeführte Stö- 
rungsrechnung ergibt, daß in die Rechnung nicht nur die beiden Gittervektoren 3 
und @ desreziproken Gitters, die die Kante der betreffenden Brillouinzone bestimmen, 


eingehen, sondern auch deren Differenz R—= $—@. Außer den zu erwartenden zu 


S und @ gehörigen reflektierten Strahlen tritt auch der zu R gehörige Strahl auf. 
Bemerkenswert ist nun, daß die Amplituden der drei reflektierten Strahlen auch dann 


von Null verschieden sind, wenn der Strukturfaktor für einen der Vektoren G, R 


oder $ verschwindet. Auf dieser Basis kann man nun das Auftreten eines (222)- 
Reflexes bei Gittern mit Diamantstruktur verstehen. Man braucht nämlich nur 
die Kanten zu betrachten, die von Brillouinebenen gebildet werden, die einerseits 
zu (222) und andererseits zu irgendeinem Gitterpunkt mit nicht verschwindendem Br 
Strukturfaktor gehören. Wenn der Ausbreitungsvektor der einfallenden Welle in =. 
der Nähe einer dieser Kanten liegt, so tritt ein (222)-Reflex mit einer mit den anderen “} 
reflektierten Strahlen vergleichbaren Intensität auf. Das Ergebnis der Rechnung, 
wenn auch nicht der Weg der Herleitung, ist nahe verwandt mit der von M. Ren- 
ninger [Z. Phys. 106, 141 (1937) untersuchten Umweganregung. 
H. Statz (Stuttgart). 


MeLachlan jr., Dan and €. L. Christ: The projeetion of erystal structure faetors 
on the reeiprocal lattice. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 829—831 (1949). 

Im Anschluß an das bekannte photographische Verfahren von Bragg sind 
verschiedene Modellverfahren zur Berechnung der Projektionen der Elektronendichte 
in Kristallen entwickelt worden [Sandhügelverfahren von D.McLachlan und E.F. 
Campaygne, J. appl. Physics, Lancaster Pa. 17, 1006 (1947); Oszillographisches 
Verfahren von R. Pepinsky, J. appl. Phys., Lancaster Pa. 18, 601 (1947)]. Es 
wird gezeigt, daß diese Verfahren auch zur Berechnung der Projektionen F,,., der 
Strukturfaktoren benutzt werden können, wenn mindestens diese ein Symmetrie- 
zentrum besitzen. Dies ergibt sich aus der formalen Analogie der Fourierdarstellung 
beider Größen, wobei beider Elektronendichte als Koeffizienten die |F,,.|, beim Struk- 
turfaktor die Atomfaktoren f, auftreten. Da aber |F,,.| einen von dem Maßstab 
der Raumkoordinaten x und y unabhängigen Wert besitzt, f, dagegen nicht bezüg- 
lich der reziproken Gitterkoordinaten h und k, so muß, um die vollständige Analogie 
herstellen zu können, angenommen werden, daß die Atomfaktoren für alle Atome 
dieselbe Form besitzen. Eine Untersuchung des Einflusses der Kristallgröße ergibt, 
daß F,.0/f; für ganzzahlige Werte von h und k unabhängig von dieser ist. Das Ver- 
fahren läßt sich auch auf Strukturen ohne Symmetriezentrum anwenden, wenn man 
die Sinus- und Cosinus-Teilreihen der Fourierreihe für sich betrachtet. 

A. Kochendörfer (Stuttgart). 


Bilby, B. A.: On the interactions of dislocations and solute atoms. Proc. phys. 
Soc. London, Sect. A 63, 191—200 (1930). 

Betrachtet man innere Spannungen eines festen Körpers, welche durch elasti- 
sche Singularitäten (Versetzung und Fremdatom) beschrieben werden können, so 
enthält die elastische Energie neben ‚Selbstenergie-Termen“ Wechselwirkungs- 
glieder, die von den Orten der elastischen Singularitäten abhängen. Aus der Orts- 
abhängigkeit lassen sich die Kräfte auf die elastischen Singularitäten definieren. 
' Verf. betrachtet speziell die gegenseitigen Kräfte zwischen Stufen- und Schrauben- 
versetzung sowie die Kraft zwischen Stufenversetzung und Fremdatom. Leibfried. 
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Berlage, H. P.: The fundamental relation between the magnetie moment and 

the strueture of rotating celestial bodies. Nature, London 165, 242—243 (1950). 
Zur Ableitung der Blackettschen Formel wird angenommen, daß die Himmels- 
körper einen entarteten Kern besitzen, aus dem heraus freie Elektronen leichter als 
positive Ionen in die äußeren Schichten dringen. Es tritt eine Ladungstrennung 


ein, die infolge der Rotation zum magnetischen Moment führt. Die Ladungstrennung 
ihrerseits ist abhängig von der mittleren kinetischen Energie der Teilchen und damit 


von der mittleren Temperatur oder auch der Gesamtmasse, wodurch die Blackettsche 


Form der Beziehung zwischen magnetischem Moment und mechanischem Dreh- 


‚moment erzielt wird. Thiessen (Hamburg-Bergedorf). 


Williamson, Ralph E. and 6. F. D. Duff: Variable guillotine factor models for 
late type main sequence stars. Monthly Not. astron. Soc., London 109, 46—54 (1949). 
Es wurden 5 Punktquellenmodelle mit konvektivem Kern durch numerische 


Integration ermittelt, welche außer der üblichen durch folgende Bedingungen charak- 


terisiert sind: Strahlungsdruck <Gasdruck, Opazität —o!=* 7T-%5 (g Dichte, 
T Temperatur), gleichförmige chemische Zusammensetzung, Zustandsgleichung der 


‚idealen Gase. Die Werte von x waren 0.375, 0.5, 0.55, 0.6, 0.625. Die Modelle 


sollten für die Interpretation der Hauptreihensterne späten Spektraltyps von 
Nutzen sein. L. Biermann (Göttingen). 
Williamson, Ralph E. and G. F. D. Duff: On the role of the guillotine factor in 
determining the strueture of late type main sequence stars. Monthly Not. astron. 
Soe., London 109, 55—61 (1949). 
Anwendung der Resultate der vorsteh. besprochenen Arbeit auf drei dM Sterne. 
Außer den schon genannten Annahmen wird vorausgesetzt, daß die Materie aus 


Wasserstoff, Helium und der Russellmischung (Massenanteile X, Y, 1- X— Y) 
' besteht. Da die Darstellung des sogenannten Guillotinefaktors im Ausdruck für 


die Opazität durch den Faktor 0° nicht ganz befriedigend ist, betrachten Verff. die 
quantitativen Resultate (Y’Z X, 1— X— Y einige bis 18%,) nicht als zuver- 
lässig [zumal die vermutlich unzutreffende Annahme hinsichtlich der Zusammen- 
setzung desAnteils (1— X — Y) die Opazität merklich affiziert, s. etwa Keller, 


 Astrophys. J. 108, 347 (1948); Referent]. L. Biermann (Göttingen). 


Bondi, €. M.: Inward integration of the stellar equations. Monthly Not. astron. 
Soc., London 108, 324—333 (1948). 

Verf. betrachtet chemisch einheitliche Sternmodelle, bestehend aus einem kon- 
vektiven Kern und einer Hülle mit Strahlungstransport der Energie. Nach einem 
Vorschlag Hoyles wurde außerhalb eines bestimmten Radius r, (der zu 3 Stern- 
radius angenommen wurde) der Massenzuwachs vernachlässigt, so daß sich dort die 
schon von Chandrasekhar angegebenen Lösungen in geschlossener Form ergaben, 
und von r, wurde nach innen integriert. Diese Integrationen wurden mit dem 
differential analyser des Cambridge University Mathematical Laboratory durch- 
geführt. Für jedes Modell war (wie bekannt) eine einparametrige Schar von Lö- 
sungen zu integrieren, um den konvektiven Kern stetig einpassen zu können. Es 
wurden folgende Fälle betrachtet: 1. Strahlungsdruck pr klein gegen den Gas- 


druck p«, Opazitätsgesetz von Kramers. 2. pr <p«, aber Opazität nur auf 


‚Streuung an den freien Elektronen beruhend. 3. pr nicht < Pc, aber Terme mit 


V (Pr/Pe) in den Gleichungen vernachlässigt. Zum Schluß wurden die Vorzüge 


‚ und Nachteile der Methode gegeneinander abgewogen. Biermann (Göttingen). 


Kühn, W.: Über den inneren Aufbau eines mit konstanter Winkelgeschwindig- 
keit rotierenden polytropen Sterns. Astron. Nachr 277, 97—111 (1949). 
Die bekannten Resultate über den Aufbau starr rotierender, polytroper Gas- 


 kugeln sind abgeleitet unterder Voraussetzung Zentrifugalbeschleunigung < Schwere- 


eschleunigung. Vet. untersucht Hen Fall Badheker Abpläktung‘ dem‘! er zur vor 


= ‚einfachung annimmt, daß alle Niveauflächen in gleichem Verhältnis abgeplattet 
sind. Hierdurch lassen sich bekannte Resultate der Potentialtheorie verwenden. 
' Die Ergebnisse (in 2 Tabellen und einer Anzahl Figuren zusammengefaßt) beziehen 


sich auf im ganzen 22 verschieden abgeplattete Modelle der Polytropen n = 0,1,2,3° 
und 4. Zunächst werden rotierende und nicht rotierende Modelle mit gleichen 


' Werten von Druck und Dichte im Mittelpunkt verglichen, dann solche gleicher 


.. sowie der Frequenz der Raumladungswelle selbst. Phasen- und Gruppengeschwin- 


Masse. L. Biermann (Göttingen). 
Pierce, J. R.: Inereasing space-charge waves. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 
20, 1060—1066 (1949). 
Im Hinblick auf die Theorie der Plasmafeldröhren und die Deutung der Radio- 
frequenzstrahlung der Sonne wird die Entdämpfung von Raumladungswellen 


numerisch berechnet und graphisch dargestellt in Abhängigkeit von den Geschwin- 


digkeiten und Plasmafrequenzen der sich durchdringenden Ströme geladener Teilchen 


digkeit der letzteren werden ebenfalls untersucht. A. Unsöld (Kiel). 


Burkhardt, Gerd und Arnulf Sehlüter: Ausbreitung und Ausstrahlung radio- 


frequenter Wellen in der Sonnenkorona. Z. Astrophys. 26, 295—304 (1949). 
‚ Ziel der Arbeit ist die Berechnung der Intensitätsverteilung der Sonnenstrahlung 
üßer die Sonnenscheibe im Radiofrequenzgebiet, und zwar in Erweiterung bereits 


‘ vorliegender Untersuchungen mit Berücksichtigung der Strahlenkrümmung infolge 


der Ortsabhängigkeit des Brechungsindex (jedoch unter Vernachlässigung des Ein- 
flusses des Magnetfeldes auf die Strahlung). Die Strahlung wird aufgefaßt als ther- 


mische Strahlung der freien Elektronen in der Korona und errechnet aus dem _ 
Absorptionskoeffizienten gemäß dem Kirchhoffschen Gesetz, wobei der Absorp- 
tionskoeffizient aus der Theorie (von Kramers) des Röntgenbremsspektrums bzw. 


aus der Theorie (von Lorentz) der Stoßdämpfung entnommen wird. Soweit es 


sich um das Problem der Ausbreitung von Wellen in einem Plasma handelt, beziehen 
sich die Verff. auf eine Arbeit in der Z. Naturforschg. (noch nicht erschienen), . 


aus der sie hier wichtige Ergebnisse übernehmen. — Mit N = N, = Trägerdichten, 
n — Brechungsindex in dem üblichen komplexen Ansatz n =n(1— ix), v = Fre- 
quenz, T — Temperatur, ist der Absorptionsindex 
1 8 NN kT 
R, = { BE EN BETT n 113° 
n 3V2C (m kT) v= 1,44 e2 N, 


Die Ausbreitung der Wellen kann strahlenoptisch behandelt werden; Bedingung 

dafür ist, daß der imaginäre Teil des komplexen Brechungsindex klein ist gegenüber 

der Änderung des reellen Teils auf der Strecke einer Wellenlänge. Die emittierte 

Energie ergibt sich aus dem Kirchhoffschen Gesetz und ist hier proportional zu n, 

wobei für die Gesamtemission zu berücksichtigen ist, daß auch der jeweilige Strahlen- 

querschnitt usw. von n abhängen. Sie ergibt sich zu BE, = B(1— e- 7%), wo T’, 
[ee] 


! : . dv f ı & 
die optische Tiefe 7, = 2 f k,: > „mit r„ = Umkehrstelle (cos x = 0) ist; für 


ru 
große r kann die Integration geschlossen durchgeführt werden, im Zwischengebiet 


_ ist eine graphische Integration erforderlich. Einige Figuren erläutern die Sachlagen. 


. 


Die Arbeit ist reichlich knapp geschrieben und verlangt ziemlich weitgehende spe- 
zielle Vorkenntnisse. R. Seeliger (Greifswald). 
Smeerd, $S.F. and K.(. Westfold: The characteristics of radio-frequeney 
radiation in an ionized gas, with applications to the transfer of radiation in the solar 
atmosphere. Philos. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., VII. S.40, 831—848 (1949). 
Die Arbeit behandelt die Strahlung elektromagnetischer Wellen von Radiofrequenz in 


einem ionisierten Gas, in Anwendung auf die thermische Strahlung in der Sonnenatmosphäre. 
Die Änderung der Intensität längs eines Strahlenweges [I,; = Strahlungsintensität im Frequenz- 


Br 
“ra 
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bereich (f,f + df) in Richtung des Strahles] ist gegeben durch: 
| Are Nr 


ee WE 


8 : ; 2 
; t; = optische Tiefe — J x, ds, 75 = Volumenemission, %, = Absorptionskoeffizient, u; = Bre- 


 chungsindex des Mediums. Für ein. ionisiertes Gas ist: wel-hB  =rhlfus 
B=ne/lanm (v = Stoßzahl). Die Lösung ist: 


2ER 


m el) a (ee f "exp (1,)drz. 
A N) ö - 


2 
Ur f Kılly 


Hierin ist J; = A | — B,(T) = f? T-2k/C? die „Ergiebigkeit‘“ eines Mediums im lokalen 

; KW, 

thermodynamischen Öleichgewicht bei der Temperatur 7. — Die Strahlenbahnen, die aus der 

Sonnenatmosphäre zur Erde gehen, sind geometrisch mit Hilfe des Brechungsgesetzes berechnet gl 

worden. Die Intensität eines solchen Strahles beim Austritt aus der Sonnenatmosphäre ist nach | 
DR EN x / 
277 | 

(2) I = exp (— 27°) J F,exp (t,) dr,. 

- Für die Stoßzahl (Stöße von Elektronen mit Ionen) folgt: 


00 00 q & 
von m Ef [rg bexp mg: + MGART] dbdgdR. 
(2kT) 9 00% 


Ist Q, df die im Frequenzbereich (f, f + df) während eines Stoßes ausgestrahlte Energie, so ist 


die spontane Emission pro Volumen- und Zeiteinheit: 
(m M )3/2 : jr 
@kT)® oo 
Der mittlere Stoßabstand o, die Stoßzahl v und der Absorptionskoeffizient werden berechnet. 
Die spektrale Verteilung der beim Stoß Elektron—Ion auftretenden Strahlung ergibt sich aus 
16.e? 9? 
30? 1+mg?b/Z e2)* 
Indem man dies in (3) einsetzt und nach @ und db integriert, findet man: 1 
16n NZ2e / m en nn OL Ti d 8m N Z2 e® A,(2) 
TI zung \anr) | Dar TMmPEET Go marmyın 
Die Formeln für k, und n; werden durch weitere Betrachtungen verbessert. Mit ihnen kann die 
Austrittsintensität eines Strahles nach (2) berechnet werden. Eine Untersuchung über die Ver- 
teilung der Austrittsintensitäten von Sonne-Erde-Strahlen von der Sonnenmitte bis zum Rand 
für verschiedene Frequenzen wird angekündigt. Lassen‘ (Berlin). 


3 
(8) Ann,df = 32nN [ 9,d}G2 9 bexp [- (mg? + M @2%)/2k T] db dgd& . 
j 0) 


einer klassischen Berechnung zu: Q, = ; sie ist also frequenzunabhängig. 


Hamlin, E. W., P. A. Seay and W. E. Gordon: A new solution to the problem | 


of vertical angle-of-arrival of radio waves. J.appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 
248—251 (1949). 

Der Einfallswinkel von ebenen elektromagnetischen Mikrowellen an der Emp- 
fangsantenne soll bestimmt werden. Bei flachen Erhebungswinkeln treten durch 
eine an der Erde reflektierte Komponente Schwierigkeiten auf, die rechnerisch be- 
seitigt werden sollen. Die Anordnung besteht aus drei senkrecht übereinander 
angeordneten Antennen £, s, r (von unten nach oben). Eine ebene Welle (Signal- 
stärke E, Phasenwinkel /ö) falle unter dem Erhebungswinkel a’ bei s ein. Die am 
Boden reflektierte Welle (K E) hat bei s einen Erhebungswinkelo’ <«’ und einen 
Phasenwinkel /6. Mit R=E,E, R,=E/E, R=E/E, A®, = Phasen- 
‚ differenz zwischen (r und s), A®, zwischen (s und t) folgt: 

RL TER HR YO DR AD, 
(1) R(1/ö+K)/6)=1/0, 

R(L/—-&+K /Y—o)= R,/— 4G,. i 
Gemessen werden R,, R,, AP,, A®,, es bleiben 6 Unbekannte R, K, 6,0, undo. Hier- 
für erhält man 6 Gleichungen, indem man in jeder der Gleichungen (1)-Real- und 
Imaginärteil einander gleichsetzt. Lassen (Berlin). 


